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Тема: Історія розвитку поняття про натуральне число. 

Мета: Узагальнити поняття натуральних чисел і сформулювати їх властивості, ввести поняття кількісних і порядкових натуральних чисел. Показати як виникло уявлення про число і як воно поступово розширювалось та удосконалювалось.
Хід уроку

І Вступна бесіда

  Вчитель повідомляє, що занятті факультативного курсу на ряду з іншими темами ми будемо продовжувати свої знання про числа, зокрема ознайомимось детальніше із історією розвитку поняття про число.

ІІ Актуалізація опорних знань:

   а) Запитання:

1) Назвати найменше і найбільше натуральне число.

2) Чи можна назвати число 0 натуральним числом?

3) Де ще використовуються натуральні числа, крім лічби?

  б) усвідомлення поняття „Натуральний ряд чисел” та „Натуральні числа”.

Розгляньте такі ряди:

1)дерев:

2)квадратів:

3)чисел:0,1,2,3,…

4)чисел:1,3,5,7,…

5)чисел:1,2,3,4,5,6,7,8,…

6)чисел:1,2,3,4,5,6,7,…

7)чисел:1,2,3,4,5,6,7,…

8)чисел:2,3,4,5,…

Які з цих рядів утворені натуральними числами, а які є рядом натуральних чисел?

ІІІ Вивчення нового матеріалу:

IV. план пояснення:

1)Початкова стадія розвитку лічби.

2)Пальцева лічба.

3)Числа сукупності. 

4)Абстрактні числа. 

5)Нескінченність ряду натуральних чисел.

Розповідь учителя (див. матеріали до уроку). 
V. Математичний диктант  на осмислення матеріалу.

1)Дюжина – це скільки?

2)Які ви знаєте числа-сукупності?

3)Записати числа із пальцевої лічби „руку закінчено”, „два на другій руці”, „нога”.

4)Як називають „верховинного бога”?

VI. Підсумки уроку:

Обгрунтування поняття натурального числа.

Натуральні числа, крім основної функції — харак​теристики кількості предметів, мають ще й іншу функ​цію — характеристику порядку предметів, розміщених у ряд. Поняття порядкового числа (перший, другий, і т. д.), яке виникає у зв'язку з цією функцією, тісно переплі​тається з поняттям кількісного числа (один, два і т. д.). Зокрема, розміщення в ряд деяких предметів і на​ступне їх перелічування із застосуванням порядкових чисел — спосіб лічби, який застосовувався з давніх-да​вен (наприклад, якщо останній з перелічуваних предме​тів буде сьомий, то це й означає, що є сім предметів).
Поняття про натуральне число тривалий час у науці не обґрунтовувалося. Воно таке звичне і просте, що не було потреби давати йому означення через які-небудь простіші поняття. Тільки всередині XIX ст. під впливом розвитку в математиці аксіоматичного методу, з одно​го боку, і критичного перегляду основ математичного аналізу, — з другого, назріла потреба обгрунтувати по​няття кількісного натурального числа. Чітке означення цього поняття на основі поняття множини (сукупності предметів) дав у 70-х роках XIX ст. німецький матема​тик Г.Кантор (1845—1918). Спочатку він означає по​няття рівнопотужності сукупностей. Дві сукупності на​зиваються рівнопотужними, якщо кожному предмету од​нієї сукупності можна поставити у відповідність один і тільки один предмет другої сукупності. Потім число предметів, які утворюють дану сукупність, Кантор оз​начає як те спільне, що має дана сукупність і всяка ін​ша рівнопотужна їй сукупність предметів незалежно від якісних особливостей цих предметів. Таке означення відбиває суть натурального числа як результату лічби предметів, що утворюють дану сукупність.
Справді, на всіх історичних стадіях розвитку суть лічби полягала у зіставленні по одному предметів, які треба полічити, і предметів, які утворюють «еталонну» сукупність (на ранніх ступенях — пальці руки, заруб​ки на палиці і т. д., на сучасному етапі — слова або знаки, які позначають числа). Означення, яке дав Кантор, було основою для узагальнення поняття кількісного числа в напрямі кількісної характеристики нескінченних множин.
Інше, аксіоматичне, обгрунтування поняття натураль​ного числа дав італійський математик Дж.Пеано (1858—1932). Він побудував систему аксіом, що грунту​ється на понятті відношення порядку. 

VIІ. Домашнє завдання: Конспект.

Матеріали до уроку.

ПОЧАТКОВА   СТАДІЯ   РОЗВИТКУ  ЛІЧБИ
Був час, коли людство не мало досить чіткого уявлен​ня про число. Про це свідчать народні перекази, в яких прославляються імена «благодійників», які «відкрили» людству поняття числа. Греки, наприклад, такими бла​годійниками — винахідниками чисел вважали Паламеда і Прометея.
Вустами безсмертного титана Прометея, який був за​суджений Зевсом на вічні муки, великий стародавній драматург Есхіл (525—456 до н. є.) у своїй безсмертній трагедії «Прикутий Прометей» говорить:
«Послухайте, що смертним зробив я...
Число їм винайшов
І букви навчив сполучати...»
Звичайно, людей навчили лічити не боги — вони самі поступово, протягом сотень століть, передавали досвід і свої знання з покоління в покоління, розвиваючи і вдо​сконалюючи мистецтво лічби.
Поняття числа і фігури взяті не звідки-небудь, а тільки з дійсного світу. Десять пальців, на яких люди   вчилися   лічити,   тобто   робити першу арифметичну операцію, являють собою все, що завгодно, тільки не продукт вільної творчості розуму. З поняттям абстрактного числа спочатку тісно пов'я​зувалося поняття числа яких-небудь окремих предметів, здебільшого різних органів людини і тварин. Наприклад, очі, вуха, руки людини, ноги і крила птахів були ніби наочним посібником для формування уявлення про число «два». Будь-який окремий предмет давав уявлення про число «один»: Місяць, Сонце, сама первісна людина («я»). Тому замість числа «один» говорили: «Місяць», «Сонце», «я». Замість числа «два» говорили: «очі», «ву​ха», «крила» (це ніби означало — «стільки, скільки в мене очей або вух, у птаха — крил»).
Наявність однини, двоїни і множини у багатьох мо​вах вказує, очевидно, на те, що людство мало колись такий ступінь розвитку, при якому поняття про один і два предмети розрізнялися, а три і більше предметів не розрізнялися й сприймалися як множина.
Відомо, що лісові ведди (народність, яка живе у внутрішній частині о. Цейлон) ніколи не говорили «три дерева» або «два бики», а говорили тільки «дерева», «бики», тобто ці люди мали тільки найпримітивніші уявлення про множину.
У 1972 р. у непрохідних джунглях південної частини острова Мінданао (Філіппіни) було виявлено плем'я тісадаї, яке живе в печерах. На запитання, скільки людей у їхньому племені, вони не можуть дати відповіді, але готові перелічити всі імена. Їх виявилось 24.
Людство довго переживало стадію лічби «один, два і багато». Так, вважалось, що «багато» зірок на небі, «багато» пальців на руці.
Стародавні єгиптяни для вираження множини яки​хось предметів або понять під відповідним ієрогліфом ставили три рисочки.
Нам тепер важко уявити народ, який числа, більші за «три», називає одним словом «багато», «купа», «жме​ня», «оберемок» і т. д., а тим часом, як свідчать мандрів​ники й етнологи, такі народи зустрічаються ще й зараз.
І тепер ще є народи, для яких три означає «багато». Це, наприклад, індійці-ботакуди в Бразилії або жителі острова Менгон в Океанії.
Є й такі народи, мова яких має тільки два числівни​ки: один і два. У багатьох племен Австралії і Полінезії до недавнього часу цим справа й обмежувалась. За до​помогою поєднання згаданих числівників ці племена утворювали числа: 3 — два, один; 4 —два, два; 5 — два, два, один; 6 — два, два, два. Наприклад, у західних пле​мен з островів Торресової протоки єдиними числівника​ми є 1 — «урапун» і 2 — «окоза». Далі вони лічать так: З — окоза, урапун; 4 — окоза, окоза; 5 — окоза, окоза, урапун; 6—окоза, окоза, окоза. Плем'я маринданим, яке живе на півдні Західного Ірану, знає лише числів​ник «сакод» — один і «іна» — два. У них 3 — іна, сакод; .4 — іна, іна.
У племен, які живуть у бухті Купера, 1 — «гуна» і 2 — «баркула»; 3 —баркула, гуна; 4 — баркула, барку​ла. Аналогічно у племен річки Муррей: 1 — «еноа»; 2— «петчевал»; 3 — петчевал, еноа; 4 — петчевал, петчевал.
Цей спосіб лічби (а як свідчать факти, через нього пройшли й інші народи) поклав початок найстародавнішій з усіх систем числення — двійковій системі. Сліди її ми знаходимо в єгипетському способі множення та ді​лення, в системі єгипетських дробів, а також у тому, що багато мов, наприклад старослов'янська, поряд з одниною і множиною мають і двоїну.
Ми й тепер деякі іменники, коли їх два, три або чо​тири, відмінюємо не за правилами відмінювання мно​жини: один крок, два (три, чотири) кроки, але багато кроків. «Кроки» — це двоїна, а не множина.
Коли виділилася множина, яка складалася з трьох предметів (елементів), і поступово з'явилось уявлення про нове число, то воно сприймалось як щось таке, що виходить за межі звичайного. Звідси, напевне, і бере початок марновірство, яке полягає в боязні числа «три» (три свічки, троє гостей і т. д.).
Результати наукових досліджень свідчать про те, що людство досить довго стояло на такому ступені розвитку числових уявлень, коли число «три» було крайньою ме​жею чисел, які мали назву, і служило символом мно​жини, сукупності. Наприклад, у, деяких мовах існувало і потрійне число як пережиток трійкової системи.
Однак не слід думати, що племена, які користува​лися числівниками тільки в межах перших трьох чисел, не вміли лічити великі сукупності. Людина навчилася в певному розумінні «лічити» задовго до того, як виник​ли назви чисел. Один із спостерігачів так розповідає про плем'я абіпонів (племена Південної Америки), у мові якого на початку минулого століття були тільки перші два числівники: 1 —«інітара» і 2 — «іньоака»; число три вони зображали як іньоака, інітара; число чотири — пальці страуса; п'ять — пальці руки; десять — пальці обох рук; двадцять — пальці обох рук і ніг. Виїжджаю​чи на полювання, абіпон, сидячи вже в сідлі, оглядав усю собачу зграю і, коли в ній не було хоча б одного собаки, кликав його. Спостерігача особливо дивувало те, як абіпон, не вміючи лічити, відразу визначав, що серед такої великої зграї не було одного собаки.
Дамари (жителі південно-західної Африки) на прак​тиці не вживали числівників, більших за «три». Коли вони хотіли подати «чотири», то користувалися пальця​ми, їм було дуже важко перейти за «п'ять», бо тоді не лишалося вільної руки, щоб відбирати пальці і, так би мовити, закріплювати за ними роль потрібних одиниць. І  все-таки дамари рідко губили биків. Про зникнення якого-небудь бика вони дізнавалися не з того, що кіль​кість голів у череді зменшилась, а з того, що не бачили бика, якого добре пам'ятали за зовнішніми ознаками. Так само як дитина, яка ще не навчилася лічити, не відповість на запитання, скільки в неї ляльок, але докладно розповість, які в неї ляльки, — так і ескімоси, за словами англійського дослідника Арктики Уільяма Паррі (1790—1855), не могли правильно полічити своїх собак, якщо їх більш як троє. Не загальну кількість со​бак тримає в пам'яті ескімос, а окремі уявлення про їх зовнішні ознаки (білий з чорними цяточками, собака, що народився в голодну зиму, і т. д.).
Справа в тому, що на такій стадії розвитку суспіль​ства людина сприймала кількість як одну з властивостей сукупності предметів. Ця властивість характеризувала сукупність поряд з іншими властивостями: кольором, формою, розміром тощо.
Природно, що перед людиною в її практиці виникло завдання кількісного порівняння сукупностей предметів. Напрошується запитання:   чи обов'язково   треба   мати поняття числа, щоб встановлювати кількісні співвідно​шення між   сукупностями   предметів?   Виявляється,  ні. У  недалекому  минулому  людина  з  лісів   Центральної Африки вміла лічити в дуже незначних межах, але, не​зважаючи на це, обмінювала велику кількість слонових іклів на пачки тютюну, не боячись бути обдуреною за​морськими купцями.  Вона  просто зіставляла кількість іклів і  кількість пачок тютюну, укладаючи кожне ікло з пачкою, і таким чином переконувалася в рівночисельності обмінюваних сукупностей предметів. Коли у дамарів відбувався торг, то за кожну вівцю треба було пла​тити окремо. Наприклад, мандрівник, вимінюючи 4 вівці на 8 пачок тютюну, повинен був покласти на спину кож​ної вівці по 2 пачки тютюну. Інший мандрівник розпо​відає, що він виміняв  у дамара   телицю  за   10 пачок тютюну. Полічити до десяти дамар не зміг, тоді він роз​клав на землі свої руки і на кожний палець довелося дати йому по пачці тютюну.
Ці й інші приклади показують, що під час обміну, порівнюючи обмінювані предмети, спочатку не лічили їх кількості, а наочно встановлювали взаємно однознач​ну відповідність між ними. Ця операція відігравала дуже велику роль в арифметиці. Зрозуміло, саме понят​тя взаємно однозначної відповідності при цьому викори​стовувалось не свідомо. Потрібний був довгий розвиток математики і всієї абстрагуючої здатності людини, щоб поняття взаємно однозначної відповідності елементів скінченних рівнопотужних множин — історично одне з перших — у наш час було покладено в логічну основу означення  кількісного натурального числа.
Так само поступово виділялося число «чотири», яке спочатку означало множину взагалі. Наприклад, у ки​тайців вираз «чотири моря» означає «всі моря».
Приблизно те саме відбувалося і з виділенням чисел «п'ять» і «шість».
І тепер є народи, які вміють лічити по суті лише до шести. Індіанське плем'я бакаїрис, або бакаїри, яке живе в джунглях Бразілії, оперує двома цифрами: «то-кале» — один, «ахаге»—два. Щоб дістати «три», люди цього племені додають «ахаге і токале». «П'ять» має такий вигляд: ахаге — ахаге — токале. Число «шість» вимовляють як ахаге—ахаге—ахаге. На цьому лічба за​кінчується. Все, що перевищує шість, буде «багато». На такому ж рів​ні розвитку бакаїри були ще у 80-х роках XIX ст., коли відомий німецький мандрівник і етнограф К. Штейн досліджував це плем'я. Він не раз змушував людей цього племені полічити десять зернин. При цьому вони повільно, але правильно лічили до шести. Відлічуючи сьому і восьму зернини, бакаїри ставали напруженими, сумними, починали позіхати, скаржилися на головний біль, а потім ухилялися від відповіді або зовсім тікали. Про числа, більші за «шість», остров'яни з Торресової протоки говорять «багато-багато», «множина» і т. п. В багатьох народів світу число «сім» увійшло в легенди, приказки і прислів'я як синонім чогось вели​кого, непорушного. Так, французи, присягаючи, гово​рять: «твердо, як сім». У грецьких легендах зустрічаємо «сім чудес світу», «сім мудреців», у середні віки — «сім вільних мистецтв». Річка Ніл має «сім рукавів» (насправді їх значно більше). Щасливий відчуває себе на «сьомому небі», на «сьомому небі» жили боги, у ча​рівних казках різних народів зустрічаються «семимиль​ні» чоботи і змії (дракони) з «сімома» головами. З чис​лом «сім» пов'язані також назви казок «Семеро козе​нят» (російська казка), «Сім зірочок» (казка народу майорі, Нова Зеландія), «Сім суперників» (ефіопська казка), «Сім козячих голів» (албанська казка), «Як се​меро братів шукали свого батька» (казка народу буале, Берег Слонової Кістки) тощо.
Числом «сім» позначали неозначену множину і наші предки. Про це свідчать такі приказки і прислів'я: «Се​меро одного не ждуть», «Сім раз відміряй, а раз від​ріж», «Де сім няньок, там дитя каліка», «За кусок кишки сім верст пішки», «Один з сошкою, а семеро з ложкою» і т. д. Про незрозуміле говорили, що це книж​ка «за сімома печатками», знахарки в російських каз​ках давали хворому «сім вузличків з лікарською тра​вою, яку треба настояти на семи водах і протягом семи днів приймати щодня по сім ложок». (Віра в чудодійну силу лікування спиралася на число «сім», яке багато разів повторювалося). І немає нічого дивного, що згідно з легендами всі великі стародавні міста, у тому числі Рим і Київ, збудовані на «семи горбах».
Отже, на цій стадії розвитку суспільства натураль​ний ряд був скінченним і складався з кількох, іноді на​віть з двох членів.
З розвитком суспільства виникає потреба лічити і за​пам'ятовувати вже порівняно великі кількості, тому по​передній спосіб лічби за допомогою повторення нижчих числівників стає непридатним. Вищим числам дають окремі назви, виникають вищі числівники.
Процес утворення нових числівників спричинив те, що «крайнім» числом було вже не «два», «три», чи «чо​тири», а «п'ять», «шість» і т. д. Кількості, які лежали за межею крайнього числа, сприймалися як неозначене «багато»; при потребі такі кількості лічили за допомо​гою повторення нижчих числівників. У деяких народів цей процес відбувався два, а то й три рази.
Так поступово і дуже повільно зростав натуральний ряд чисел. 
ПАЛЬЦЕВА ЛІЧБА
Якщо назва числівника «два», як ми вже зазначали, пов'язується в різних народів з різними органами лю​дини і тварин, то дальші назви для чисел виникали, як визнають філологи, у зв'язку з лічбою за допомогою пальців.
У міру того, як лічба ставала потребою, повинні були також з'явитися й перші інструменти, які полегшили б її. Такими першими інструментами, «наочними посібни​ками», були пальці — спочатку однієї руки, потім двох рук, і, нарешті, також пальці ніг. Пальці первісна люди​на вважала основним знаряддям лічби, тобто постійним незмінним рядом знаків, з якими під час лічби порів​нювався будь-який інший новий ряд перелічуваних предметів. Кисть руки («п'ять») є синонімом і фактич​ною основою числівника «п'ять» у багатьох народів. Наприклад, малайське «ліма» означає одночасно і «ру​ка», і «п'ять».
Щоб сказати «п'ять», індіанці деяких племен говорять «руку закінчено», щоб сказати «шість», говорять «один з другої руки». «Два на другій руці» в індійців означає «сім» і т. д. Коли індієць під час лічби перебере всі пальці на руках, тобто полічить до 10, то він гово​рить «обидві руки закінчено» або «нога» (очевидно, сло​вом «нога» індієць хоче показати, що він переходить до лічби за допомогою пальців ноги).
У зулусів (Африка) «шість» рівнозначне великому пальцю руки.
В ескімосів на берегах Гудзонової затоки назви чис​лівників 8, 9 і 10 збігаються з назвами середнього, чет​вертого (підмізинного) і малого (мізинця) пальців; те саме помічено і в племені гуарані (Південна Америка) та в малайців. У таманаків з Оріноко (Південна Аме​рика) замість «один» говорять «палець» і обов'язково при цьому показують палець; замість «два» — «два пальці» і т. д. до п'яти. «П'ять» у них називається «ру​ка», «шість» — «палець на другій руці», «десять» — «дві руки», «одинадцять» — «палець на першій нозі», «п'ят​надцять» — «нога і дві руки», «шістнадцять» — «палець на другій нозі», «двадцять» — «людина»; число «двад​цять один» передають фразою «один з руки другої лю​дини», сотню вони замінюють п'ятьма «людинами», а ви​ще сотні їм навряд чи доводилося лічити.
Німецький мовознавець А. Ф. Потт (1802- 1887) за​значає, що в деяких карібських племен Центральної Америки число 20 рівнозначне фразі: «Усі діти рук і всі діти ніг».
У деяких народів Південної Африки і тепер лічать за допомогою двох, трьох чоловік. При цьому пальці одного відповідають одиницям, пальці другого — десят​кам, пальці третього — сотням.
За даними видатного російського вченого—мандрів​ника М. М. Миклухо-Маклая (1846—1888), папуаси з Нової Гвінеї лічили так: загинали один за другим паль​ці руки, вимовляючи певний звук, наприклад, «бе, бе, бе...». Дійшовши до п'яти, вони говорили «ібон-бе» (рука). Потім загинали пальці другої руки і знову по​вторювали «бе, бе, бе...», поки не доходили до «ібон-алі» (дві руки). Лічачи далі., папуаси говорили «бе, бе, ...», поки не доходили до «самба-бе», «самба-алі» (одна нога, дві ноги). Якщо треба було лічити ще, папуас користувався пальцями рук і ніг ще когось.
Пальці для людини, яка ледве вміє лічити, є неоці​ненним «арифметичним» приладом. Особливо їх люб​лять відсталі народи і малі діти.
Лічба предметів за допомогою пальців рук і ніг — це не що інше, як зіставлення пар «предмет — палець», тобто встановлення рівночисельності множини деяких предметів з множиною відповідної кількості пальців. Пальцева лічба сприяла розширенню натурального ряду чисел. Вона відіграла в розвитку лічби таку саму роль, як відкриття вогню в загальному розвитку первісної людини. Однак проходили десятки тисяч років, поки людина від первісних кількісних понять піднялася до лічби на пальцях.
Коли ж кількість предметів була більша за кількість пальців рук і ніг, то деякі народи почали використову​вати інші частини свого тіла (зап'ястя, лікоть, плече, суглоб). Це явище і тепер можна спостерігати в деяких відсталих народів. Так, наприклад, короадоси Бразілії лічать трійками за кількістю суглобів на кожному паль​ці лівої руки (без великого пальця), тобто до 12, потім кожний палець правої руки (включаючи великий) озна​чає 12, завдяки чому лічбу продовжують до 60.
Деякі народи, що були на вищій стадії розвитку, ко​ристувалися при лічбі вірьовками з вузликами, інші — чотками  або  просто бирками   (дерев'яними  паличками із зарубками), камінцями, зернинами і т. д. Так, у Ро​сії бирками користувалися під час збирання податків. Бирку розрізували на дві частини — одна залишалась у селянина, а друга — у збирача податків. Зарубками на обох частинах позначали сплату податків, а складаю​чи докупи обидві частини бирки, перевіряли правиль​ність сплати.
Отже, згадані зарубки, вузлики, палички, камінці були першими символами натуральних чисел. З розвит​ком суспільства ці символи безперервно вдосконалю​валися.
Однак число люди ще не сприймали як те спільне, що мають між собою всі рівночисельні сукупності. Людина просто задовольнялася констатуванням рівночисельності.
З дальшим розвитком суспільства розширювалося коло сукупностей, які підлягали лічбі. Просте встанов​лення рівночисельності і пальцева лічба вже не задо​вольняли нових потреб суспільства, хоч пальцевий спо​сіб лічби як пережиток зберігався ще довгий час.
Так, ще в 1529 р. в Базелі вийшла з друку книжка англо-саксонського літописця Бєди Високоповажного (672—735), в якій викладено способи лічби на пальцях, причому ця лічба поширю​ється на всі числа аж до мільйона.
Способи лічби на пальцях були описані в підручни​ках XVI ст., наприклад у підручнику англійського мате​матика Р. Рекорда (1510—1588). Така лічба була по​трібна в торгових місцях, де скупчувалися люди різних національностей. В «Історії арифметики» польський ма​тематик Л. Карпінський (1878—1956) повідомляє такий цікавий факт: на великій світовій хлібній біржі в Чікаго пропозиції і запити щодо будь-якої кількості пшениці, як і ціни, оголошує маклер на пальцях без єдиного слова.
Фраза «по руках», яка означає в розмові згоду на пропозицію, походить від лічби на пальцях. Порівняно до недавнього часу лічбою на пальцях користувалися китайські і монгольські купці.
ЧИСЛА-СУКУПНОСТІ
Щоб поліпшити методи ...лічби, раціоналізувати їх, деякі народи почали кілька разів підряд лічити пальці однієї чи двох рук або двох рук і ніг. Легше також лічити зарубки (вузлики, палички, камінці), якщо їх об'єднати в однакові групи, наприклад, по 5, 10, 20 (ме​тод групування). Саме в цьому напрямі в основному розвивалися натуральні числа, що й привело до ство​рення десяткової, п'ятіркової, двадцяткової та інших систем числення.
При лічбі числами-сукупностями, по суті, ще немає абстрактних чисел. У туземців Флоріди слово «на-куа» означає 10 яєць, «на-банар» — 10 кошиків з їжею. Про​те окремо слово «на», яке відповідало б числу 10, не вживається. На одному з діалектів індіанців Західної Канади слово «тха» означає три речі, «тхане» — три особи, «тхат»—три рази, «тхатоен»—у трьох місцях і т. д. Слова, яке б означало абстрактне число 3, у цьому діалекті немає.
Число було тісно пов'язане з множиною конкретних предметів: дві корови, чотири вівці, п'ять стріл і т. д. Неіменованих чисел ще не було, отже, ми бачимо, що вміння лічити не пов'язане з наявністю спеціальних най​менувань для числівників, а тим більше спеціальних позначень для цифр. Утворення числівників — це вже досить висока стадія розвитку лічби. Тільки з часом, коли способи лічби стали досконалішими, повинно було поступово сформуватися поняття натурального числа. Почали з'являтися слова для позначення чисельності певної сукупності предметів. Можливо, що основну роль у цьому процесі відіграли рівночисельні множини пред​метів, тобто такі, елементи яких можна порівнювати парами. Наприклад, 5 овець і 5 коней; кожній вівці ста​вимо у відповідність одного коня.
Наступним удосконаленням способів лічби є метод багаторазового групування. Стійкі числа-сукупності по​чинають застосовувати як нові одиниці під час лічби. Якщо, наприклад, спочатку групували по 10 паличок, роблячи з них пучок, який був ніби одиницею вищого розряду, то згодом стали об'єднувати по 10 таких пуч​ків, дістаючи більшу одиницю лічби. Деякі племена ще й досі застосовують під час лічби метод групування. Довільну сукупність предметів можна було взяти за нову одиницю лічби і покласти в основу створення си​стеми числення.
Проте числа-сукупності були прообразами тільки так званих вузлових чисел, тобто таких, що мають індивідуальні назви, які не розкладаються на складові чис​лівники, наприклад, один, два, десять, сорок, сто, тисяча і т. д. Числа, назви яких утворені внаслідок комбінацій назв вузлових чисел, називають алгоритмічними.
Як залишок групової лічби згадаємо лічбу дюжина​ми, яка для деяких груп предметів (сорочок, стільців, посуду, олівців, гумок, пер та ін.) збереглася навіть до наших днів. Дюжина становила одиницю лічби, дюжи​на дюжин — грос, а дюжина гросів — масу. Такою дванадцятковою системою користуються ще й тепер деякі племена Судану.
Існуванням лічби дюжинами можна пояснити те, що число 13 забобонні люди й досі вважають числом не​щасливим. Коли припустити, що число 12 було довгий час синонімом повноти і що ним закінчувалася певна група чисел, то число, яке стояло за ним, могло здава​тись навіть шкідливим і, отже, нещасливим. Наприклад, число 13 у стародавніх євреїв позначалося буквою М. Але з цієї ж букви в староєврейській мові починалось слово смерть. Такий збіг, на думку забобонної людини, не міг бути випадковим.
Довгий час «межовим» числом у багатьох народів, у тому числі і в слов'ян, було число сорок.
У російській лічбі число «сорок», а пізніше «сорок сороків» позначало невизначено велику множину. На таке значення цього числа також вказує індивідуальна назва його та користування ним при позначенні дуже великої кількості предметів — «сорок сороків церков», «сорок сороків чорних соболів». Про це свідчать також релігійні звичаї і народні повір'я, наприклад, сороковий ведмідь для мисливця вважається останнім.
Пізніше, коли число «сорок» уже перестало бути межовим, воно почало відігравати велику роль у росій​ській метрології як основа системи мір: пуд мав 40 фун​тів, бочка-сороковка — 40 відер і т. д. Число «сорок» стало своєрідною одиницею лічби, наприклад: «5 соро​ків соболів». 
Таке явище спостерігається і у Франції, де фран​цузька академія або «Академія сорока безсмертних» складається з 40 кращих французьких письменників. Коли хто-небудь вибуває із складу академії, на його місце обирають іншого.
Справжнім полюванням російські вельможі вважали таке, в якому брали участь 40 псарів, 40 єгерів, 40 гу​сарів, 40 гончаків, 40 хортів і т. д.
Російська назва комахи «сороконожка» означає, що в неї не 40 ніжок, а багато. Українці називають цю ко​маху «стоногою», а інші народи звуть «тисячоніжкою». Сузір'я Плеяд німці називали Семизір'ям, росіяни — Стожарами, українці — Волосожаром.
Цікава історія числа «шістдесят», яке часто згаду​ється у вавілонських, персидських і грецьких легендах як синонім великого числа. Вавілоняни вважали його числом божим. 60 — число вавілонських богів, причому кожного з цих богів позначено числом від 1 до 60 (Бел — творець Всесвіту — 20, Мардук — бог планети Юпітер — 11; Син — бог Місяця — ЗО і т. д.).
Шістдесят ліктів висоти має золотий ідол з храму вавілонського царя Навуходоносора (604—562/561 до н. є.). Пізніше з тим самим значенням (незліченої множини) виникли числа, кратні 60, 300, 360. Давньо-персидський цар Ксеркс (486—465 до н. є.) 300 раз уда​рив Геллеспонта. Кір (теж давньоперсидський цар — 558—529 до н. є.) глибоку річку Гіндес, в якій утопився один з його любимих коней, поділив на 360 рукавів. В одній персидській пісні співається про 360 корисних застосувань пальми.
Давньогрецький історик Геродот (близько 484—425 до н. є.) так описує розпорядження давньоперсндського царя Дарія, яке той дав іонійцям після переправи через річку Істр під час походу на скіфів (VI ст. до н. є.): «Після цього цар зав'язав на поясі 60 вузлів, покликав на нараду всіх іонійських тиранів і сказав їм: «Візьміть цей пояс і зробіть так: починаючи саме з того часу, коли я піду на скіфів, розв'язуйте на поясі щодня по одному вузлу; якщо за цей проміжок часу я не повернуся назад і мине число днів, позначене вузлами, пливіть назад на батьківщину; а до тієї пори охороняйте міст, докладіть усіх зусиль, щоб захистити і зберегти його». Числа, які трапляються у вавілонських переказах, становлять по​двійний культурно-історичний інтерес. Вавілон — це батьківщина ворожінь, які грунтуються на числах, бать​ківщина різних числових забобонів, що значною мірою вплинули на ідеї Піфагорійської школи, в якій «усе є число».
Число 60 у Вавілоні лягло в основу шістдесяткової системи числення, сліди якої збереглися до наших днів при вимірюванні часу і кутів.
Тут ми також маємо справу з методом багаторазо​вого групування: 1 година ділиться на 60 хвилин, 1 хви​лина — на 60 секунд, повний круг ділиться на 360 гра​дусів, кожний градус на 60 мінут, кожна мінута — на 60 секунд.
Отже, числа 3, 7, 10, 12, 40, 60, 100, 1000, 10 000, ... які потрапили в категорію «містичних чисел»,— це не що інше, як колишні межові числа наших предків, і ні​чого таємничого і загадкового в них немає.
АБСТРАКТНІ ЧИСЛА
З ускладненням соціально-економічних умов життя людини дедалі розвивались і її здібності до абстракт​ного мислення. Разом з тим поступово втрачався пер​вісний конкретний характер числівників. Слово, яке оз​начало до того і конкретний предмет і числівник, збе​рігає тепер лише друге значення. Водночас розбіжність, яка існувала при первісному господарстві в найменуван​нях числівників, потроху згладжувалась.
Проте минуло багато тисячоліть, перш ніж людина усвідомила, що два фазани, дві руки, дві людини і т. д. можна назвати одним словом «два». Кінець кінцем у результаті дуже довгого розвитку людина прийшла до розуміння того, що кожне окреме число, наприклад «два», «п'ять» і т. д.— це властивість сукупностей, пред​мети яких можна зіставити один з одним.
Так врешті-решт виникли абстрактні числа, тобто такі числа, за допомогою яких можна було лічити будь-які предмети.
З розвитком лічби виникають арифметичні операції, бо сама лічба є однією з найпростіших і найважливі​ших операцій. Слід зазначити, що аглоритмічні числа — це результати деяких операцій над вузловими числами. Основною операцією при цьому є додавання, але з ним використовуються і віднімання та множення.
Наприклад, у російській лічбі числівники 20, ЗО,..., 80 утворюються через додавання, а 90 утворюється за до​помогою віднімання. Не кажуть «дев'ятьдесять», а «де​в'яносто», тобто дев'ятий  (дев'ять)  десяток до ста».
Підсумовуючи сказане, можна зробити такі висновки. Спочатку лічба була конкретною, механічною, візуаль​ною з обов'язковим відкладанням або перекладанням полічених предметів. Потім настає вищий ступінь розвитку лічби — за допомогою пальців рук і ніг, а також інших частин людського тіла, паличок, черепашок, ка​мінців, зарубок, вузликів на вірьовці і т. п. Цей ступінь характеризується дальшим розвитком процесу абстрагу​вання, бо тут засоби лічби відокремлюються від об'єк​та лічби і для лічильних операцій використовуються ін​ші предмети, що відіграють допоміжну роль.
Далі, як ми вже зазначали, виникає так звана групо​ва система лічби або лічба числами-сукупностями, які згодом стали прообразами вузлових чисел.
Протягом усього цього процесу розвитку натураль​ний ряд був скінченним; спочатку він складався тільки з двох членів, потім поступово збільшувався. При цьо​му слова «багато», «незліченно» і т. д. або ставали наз​ваними відповідних чисел, які були колись межовими (наприклад, 3, 7, 10, 12, 40, 60 і т. д.), або відсувалися все далі і далі, позначаючи числа, що перевищують сто, тисячу або десять тисяч, залежно від успіхів у розвитку лічби. Щодо цього дуже показовим є приклад поліне​зійців. 
НЕСКІНЧЕННІСТЬ РЯДУ  НАТУРАЛЬНИХ ЧИСЕЛ
Коли дитина вперше знайомиться з натуральними числами і починає лічити, вона ще не розуміє, що цих чисел безліч. На початковій стадії розвитку матема​тичних понять діти дуже часто запитують, яке число найбільше? Ми побачили, що приблизно те саме спосте​рігалося під час розвитку лічби наших далеких пред​ків.
Натуральний ряд чисел люди довго не уявляли не​скінченним, хоч різні народи вже мали назви для ду​же великих чисел. Пізніше, коли числовий запас був уже досить великий, деякі вчені подовжували натуральний ряд, виходячи за межі практичних потреб, і наближа​лись до поняття нескінченності. Так, за три століття до н. є. у стародавній Індії вже вільно оперували числами будь-якої величини.
Історію виникнення великих чисел і поняття нескін​ченності часто пов'язують з релігійним культом. Особ​ливо важливе значення мали великі числа в релігіях Китаю та Індії. У цих народів вони символізували мо​гутність. Наприклад, за давньоіндійськими легендами Будда (міфічний засновник буддійського релігійного вчення, ще юнаком відзначався мистецтвом лічби; він знав числа, якими можна було полічити все: зернини в полі, піщинки у річці Ганг і весь пісок мільйона рік, та​ких великих, як Ганг. Будда «знав» навіть число, за допомогою якого боги обчислюють своє минуле і май​бутнє.
Проте тільки великий давньогрецький математик, фізик і механік Архімед (близько 287—212 до н. є.) знайшов спосіб побудови і словесного позначення як завгодно великих чисел («Псамміт, або обчислення піску в просторі, який дорівнює кулі нерухомих зірок»).
Прагнучи показати, що лічбу можна продовжити як завгодно далеко, Архімед поставив перед собою завдання — приблизно об​числити кількість піщинок у кулі, яка за об'ємом дорівнює Всесві​ту з діаметром 15 млрд. км. Він припустив, що в крупинці, діаметр якої приблизно 0,05 мм, міститься не більш як 10 тис. піщинок. Після відповідних обчислень Архімед прийшов до висновку, що у Всесвіті може вміститися не більш як 1063 піщинок. Щоб подати таке число і показати можливість нескінченного розширення ряду натуральних чисел, учений робить так: усі числа від 1 до 108 (тоб​то числа, які мали словесні назви) він об'єднує назвою «перших чисел», саме число 108 називає одиницею «других чисел», далі лі​чить другими числами до 102*8, яке називається одиницею «третіх чисел» і т. д. до 10108*8. 
Ще раніше знаменитий давньогрецький математик Евклід (бл. 365—бл. 300 до н. є.) довів існування нескінченної множини простих чисел, а його давньогрецький послідовник Ератосфен (бл. 276—194 до н. є.) знайшов спосіб виділення простих чисел з нату​рального ряду. Цей спосіб названо «решетом Ератосфена».
Зауважимо, що з відкриттям нескінченності ряду натуральних чисел в математику вперше ввійшла не​скінченність.
Отже людина оперувала спочатку (фактично) з елементами різних скінченних множин і тільки в складному, діалектико-суперечливому процесі взаємодії практики і найпростіших теоретичних узагаль​нень свого практичного досвіду прийшла спочатку до уявлення, а потім і до поняття натурального числа.
З розвитком поняття натурального числа як резуль​тату лічби предметів виникають дії над числами: до​давання, віднімання, множення і ділення, причому спо​чатку — як дії над відповідними сукупностями предме​тів. Лише в процесі нагромадження досвіду склалось уявлення про абстрактний характер цих дій, про неза​лежність кількісного результату дії від природи пред​метів, які утворюють сукупності, про те, що, наприклад, два і три предмети утворюють п'ять предметів незалеж​но від їх природи. Тоді почали розроблятися правила дій, вивчатися їх властивості, створюватись методи для розв'язування задач; почала розвиватися наука про числа — арифметика. У першу чергу арифметика роз​вивалася як система знань, що мала безпосередньо прикладну спрямованість. Пізніше почалось вивчення структури самого натурального числа, виділилися кла​си парних і непарних, простих і складених чисел тощо. Властивості натуральних чисел вивчаються і досі. Від​повідний розділ математики називається теорією  чисел.

Урок 2

Тема: Стислий огляд систем числення.

Мета: На уроці історичного розвитку математики показати широку панораму змісту математики.

Підкреслити діалектичну суперечливість виникнення і розвитку систем числення, як результату складного процесу взаємодії потреб практики логіки математики.
Форма проведення - лекція

План

1) Система числення (нумерація) і її основне завдання.

2) Мова символів.

3) Непозиційні нумерації.

4) Позиційні системи числення.

5) Десяткова система числення. 

6) Інші позиційні системи числення і їх застосування.

  Запитання на розуміння лекційного матеріалу                                                          

1.Яке основне завдання будь-якої системи числення?

2.Два види системи числення?

3.Як називається наша система числення?

4.Навести ще приклади позиційних систем числення.

5.Яка система нумерації зручніша для використання. Чому?

6.Яка система застосовується в ЕОМ?

     Підсумки уроку:

1.Яка тема сьогоднішнього уроку?

2.Відповіді вчителя або запитання по темі лекції.

Матеріали до уроку.

МОВА СИМВОЛІВ
Введення символів для чисел має величезне значен​ня. Кожному зрозуміло, на скільки легше написати сим​вол, який означає число «п'ять», ніж слова «клас мно​жин, еквівалентних сукупності пальців на руці». Ми так звикли до наших числових символів (цифр), що, гово​рячи про число «сім», уявляємо саме 7, а не множину із семи предметів. Велике число, наприклад 3427, ми уя​вляємо насамперед як символ цього числа, а не як мно​жину з 3427 предметів. Взагалі, дуже великі числа не можна дістати безпосередньо, абстрагуючись від нав​колишнього світу. Мабуть, жодна людина не бачила мільярда і навіть мільйона яких-небудь предметів, проте в уяві ми можемо вести лічбу як завгодно далеко.
Не знаючи якоїсь іноземної мови, не можна про​читати книжку, написану цією мовою, і зрозуміти її. Але якщо в цій книжці трапляються які-небудь числа, ми їх прочитаємо і зрозуміємо. Мова цифр — міжна​родна.
Але чи завжди так було? Чи в усі часи і чи в усіх народів?
Уже на порівняно ранніх ступенях розвитку первіс​ної культури поряд із звуковою мовою людина користу​валась і жестами, що виражали насамперед її емоції. Існувала і своєрідна «мова символів». Знаками на піску або позначками на стовбурах і гілках дерев мисливець, який переслідував дичину, показував своїм родичам напрям і т. д. Звичка до такої «мови символів» досить рано спричинила виникнення різних способів числового запису. Без нього вже не можна було обійтись.
З розвитком господарства з'явилася потреба робити певні записи, а з розвитком обміну доводилось не тільки лічити, а й запам'ятовувати відлічені кількості. Спочат​ку пальці були єдиними «замінниками» відлічуваних предметів. Потім такими «замінниками» стали зарубки на палиці або кістці, пучки паличок, купки камінців або черепашок тощо.
У 1937 р. у Чехословаччині під час розкопок було знайдено променеву кістку молодого вовка, який жив у кам'яному віці, завдовжки 18 см. На ній було висічено 55 глибоких зарубок — паралельних рисочок. Перші 25 з них згруповані по 5, після чого ряд закінчується за​рубкою, яка в два рази довша за решту. Потім знову-таки довгою зарубкою починається другий ряд з ЗО зару​бок. Це один з найдавніших математичних документів — числовий запис печерної людини — є прообразом би​рок, лічильних паличок, які й досі широко застосовують мисливські племена на крайній Півночі.
Практика вимагає вміння правильно називати і за​писувати числа, якими б великими вони не були. Якби кожне число мало свою окрему назву і його позначали на письмі окремим знаком, то всі назви і знаки не мож​на було б запам'ятати. На різних етапах розвитку людства у різних народів існували для чисел свої спеціаль​ні системи позначень. Система числення, або нумерація, є сукупність знаків, за допомогою яких можна записати й назвати будь-яке число.
Найпримітивніша нумерація—«словесна», коли числа записують словами. Нею користувалися стародавні фінікяни і навіть деякі арабські письменники, наприклад ал-Караджі (помер бл. 1016).
3авдання всякої нумерації — зобразити будь-яке на​туральне число за допомогою невеликої групи спеціаль​них знаків (цифр). Цього можна було досягти за допо​могою єдиного знака «1» (одиниця). Кожне натуральне число тоді записувалося б повторенням знака «1» стіль​ки разів, скільки в ньому міститься одиниць. Додаван​ня звелося "б до простого приписування одиниць, а віднімання —до їх викреслювання. Ідея, яка лежить в ос​нові такої системи, дуже проста, але ця система незруч​на. Для запису великих чисел вона практично не засто​совна. Нею користувались лише народи, лічба яких не виходила за межі одного-двох десятків.
НЕПОЗИЦІЙНІ НУМЕРАЦІЇ
Відомо, що діти із задоволенням малюють будинки, людей, тварин, тобто все те, що вони безпосередньо ба​чать, і тільки згодом уже можуть виконувати умовні малюнки, креслити плани.
Так само і стародавні народи, які ще не знали букв, кожну річ або дію зображали картинкою (піктографіч​не письмо). Поступово картинки спрощувалися, виника​ли особливі фігури, які позначали різні властивості пред​метів. Так виникла ієрогліфічна писемність, в якій кож​ному значку (фігурі)  відповідає ціле слово.
Однією з найстародавніших систем нумерації була єгипетська ієрогліфічна нумерація, яка виникла 5000 ро​ків тому. (Дійшли до нас стародавні числові записи, зроблені в 3300 р. до н. є.). Ця нумерація мала такі знаки для чисел (див. табл. 1, стовпчик 1): одиниця   (образ мірної палиці), десять (∩) (ієрогліф, який поз​начає «путо» для стриноження корів або «вал»), сто  («мірна вірьовка», яку використовували для обмірюван​ня полів; вона мала сто ліктів), тисяча («квітка лотоса») і т. д. Повторюючи ці знаки і ставлячи їх один біля одного єгиптяни виражали всі інші числа. Однако​ві знаки вони об'єднували в групи, які мали не більш як чотири знаки, причому розряди писали справа наліво. У єгипетській системі, наприклад число 2347 зображало​ся так:
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Ця система десяткова, непозиційна, без знака нуль. Тут кожний числовий знак означає лише одне число.
Наприклад, знак для десяти  означає   десять   одиниць, де б він не стояв.
Єгипетська система грунтується тільки на принципі додавання. Зазначимо, що в давнину у нас була досить поширена народна система нумерації, яка була схожа на давньоєгипетську, але відрізнялась від неї зображен​ням числових знаків. Ця народна нумерація була в Ро​сії навіть узаконена. «Збирач, — читаємо ми в старому «Зібранні законів»,— беручи від кого-небудь з домогосподарів гроші, повинен показати прийняту суму знака​ми. Ці знаки, щоб знали всі і кожний, запровадити скрізь однакові, а саме:
десять   карбованців — □,  карбованець   — О, десять копійок —    X ,   копійка   — І   , чверть — ▬.
Наприклад, запис  □ □ ООООООХХХХ 1111 =
означає 26 крб. 44 коп. 2 чверті.
Пізніше, з розвитком єгипетської культури, ієроглі​фічне письмо було замінене ієратичним (письмом жер​ців, яке являло собою скорописне скорочення ієрогліфів, а потім — демотичним (див. табл. 1). Подібними до єгипетської ієрогліфічної нумерації є фінікійська, сірій​ська, пальмірська (табл.1).
Усі єгипетські математичні документи, які дійшли до нас, написані ієратичним письмом. Ієратична система числення поряд з ієрогліфічною існувала в Стародавньо​му Єгипті близько 2000 р. до н. є.; за своїм типом вона наближається до алфавітної.
Однак з усіх стародавніх нумерацій тільки римська збереглася до нашого часу і тепер досить широко засто​совується (для позначення століть, нумерації розділів у книжках, на циферблатах годинників тощо).
Вузлові числа в римській нумерації (див. табл. 1): І — один, V — п'ять, X — десять, L — п'ятдесят, С — сто, D — п'ятсот, М — тисяча; нуля немає. Система ця десяткова, непозиційна, із значними залишками п'ятіркової системи. На думку дослідників, цифри, І, V, X — це образи пальця, руки, двох рук. Усі алгоритмічні чис​ла утворюються внаслідок додавання і віднімання вуз​лових чисел. Якщо менша цифра стоїть справа від біль​шої, то вона додається до неї (причому вона може пов​торюватися не більш як 3 рази), якщо зліва — то віднімається (тут повторення меншої цифри не допускаєть​ся). Наприклад, 1943 — МСМХLІІІ.
У римській системі немає символу для зображення нуля, але можна вільно записати число, яке містить нуль; 1809 — МDСССІХ.

Великим недоліком римської нумерації є те, що вона зовсім не пристосована для використання в арифметич​них діях на письмі.
Багато спільного з римською системою числення має так звана аттічна система (див. табл. 1, стовпчик 8). її назва походить від Аттіки (область Стародавньої Гре​ції із столицею Афіни). Ця система називається геродіановою за ім'ям грецького історика Геродіана (II—III ст. н. є), з праць якого і стало відомо про цю нумерацію. Найдавніший запис за цією системою виконано у VI ст. до н. є. Числовим знаком для одиниці є вертикальна риска, повторенням якої утворюються знаки чисел до 4. Число 5 позначається символом Г,10—А, 100—Н, 1000— X, 10 000 —М.
Цією системою числення користувалися в Аттіці до 1 ст. н. є., хоч в інших місцях Греції її задовго до цього витіснила зручніша іонійська  (алфавітна) нумерація.
Найдосконалішими серед непозиційних систем числен​ня були алфавітні позначення чисел. Прикладами алфа​вітних систем можуть бути іонійська, або давньогрець​ка (яка замінила аттічну), слов'янська, або давньорусь​ка (кирилиця і глаголиця), єврейська, сірійська, араб​ська, а також грузинська і вірменська системи числен​ня (див. табл. 2).

У давньогрецькій (іонійській) нумерації числа зоб​ражали буквами алфавіту. Усі числа до 999 записували на основі принципу додавання з 27 індивідуальних зна​ків для цифр. Оскільки в грецькому алфавіті було всьо​го 24 букви, то для числових позначень використовува​ли ще три застарілі букви.  Щоб
відрізнити числа від слів, над буквами ставили або рис​ку, або штрих.
Слід зазначити, що для запису порівняно невеликих чисел і для оперування ними алфавітна система була май​же так само зручна, як і позиційна, але в ній безпосе​редньо не можна було записувати великі числа. Пере​ваги запису чисел за допомогою іонійської системи по​рівняно з римською і аттічною очевидні.
Остаточну перевагу іонійська алфавітна нумерація над аттічною набула тільки в епоху еллінізму, коли її було прийнято в Александрії. До цього часу спроби записувати числа, більші від 100, за допомогою алфавіт​ної системи привели до позначень, які можна розгляда​ти як початки позиційної системи.
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Під час записування чисел, більших від 1000, внизу зліва біля букви ставили рисочку (штрих), що означало збільшення числового значення відповідної букви в тисячу раз. Це вже да​вало змогу подати всі числа аж до 9999  і т. д. Найбільше число, яке можна-було записати в іоній​ській системі, було 108—1. Хоч, здавалося б, іонійська система була досить близька до позиційної, все-таки по​зиційною у Греції вона не стала.
Слов'янське алфавітне позначення чисел виникло в X ст. Вважають, що його ввели болгари — укладачі цер​ковно-слов'янського алфавіту, брати Костянтин (в чер​нецтві Кирило, помер у 869 р.) і Мефодій (помер у 885 р.). Цей алфавіт, так звана кирилиця, був створе​ний на основі грецького алфавіту для слов'янських на​родів Балканського півострова. На Русь його завезли ра​зом з церковнослов'янськими книжками. Створення слов'янської азбуки дуже вплинуло на розвиток мате​матики в Київській Русі.

Слов'янська система позначення чисел була схожа на грецьку, якою користувалися візантійці, причому чис​лові значення мали тільки ті слов'янські букви, які від​повідали буквам грецького алфавіту. Цих особливостей не мав інший слов'янський спосіб позначення чисел — за допомогою глаголиці (глаголиця — одна із слов'янських азбук, походження якої не з'ясовано й досі; див. табл. 2, стовпчик 2, 3). Можливо, що глаголиця виникла раніше, ніж кирилиця. Про те, як позначали слов'яни числа ще раніше, достовірних відомостей немає.
Над буквою кирилиці, яка позначала деяке число, ставили особливий знак — титло. Для позначення багатоцифрових чисел знаки записували підряд: тисячі, сот​ні, десятки, одиниці. Виняток становили двоцифрові чис​ла 11, 12, 13 і т. д., при написанні яких знак одиниць ставився перед знаком десятка; в числах 21, 31 і т. д. Спочатку писали знак повних десятків.
Крім основних алфавітних знаків, слов'янська нуме​рація мала дуже оригінальну систему допоміжних сим​волів для позначення одиниць вищих розрядів, які запи​сувалися тими самими буквами, але з додаванням різ​них значків (див. табл. 3). Наприклад, у цій нумерації число 5 180 205 мало такий вигляд:
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Слов'янська система розви​валася  поступово.
Числа до тисячі називали майже так само, як і тепер, з невеликою тільки відмінніс​тю у вимові: один — «єдин», двадцять — «два десять» і т. д. Десять тисяч (104) називали «тьмою». У свій час це чис​ло вважали дуже великим і по​значали ним усяку множину, яку не можна було полічити.
Крім описаної системи чи​слення   (так  званого   «малого числа»), яка не поширювалась за  тисячу мільйонів   (109)   ко​ристувалися іншою системою (так званим «великим чис​лом» або «великою лічбою»), де «тьма» становить 106, легіон — 1012, леодр — 1024, ворон — 1048, колода — 1096; потім додавали, що більшого числа немає.
Слов'янською нумерацією в Росії користувалися довго.
Ще довше, ніж у Росії слов'янська, в західноєвропей​ських країнах використовувалась римська нумерація, яка належала до нижчих типів систем числення.
Сліди алфавітної нумерації збереглися й до сьогод​нішнього дня. Однак буквами позначають лише поряд​кові числа; кількісні числа ними не позначають і тим більше не виконують дії з числами, написаними в ал​фавітній системі.
Із сказаного вище випливає, що алфавітні системи бу​ли нумераціями нового, вищого типу. Думка деяких істо​риків математики (М. Кантор та ін.), що алфавітна си​стема нумерації є кроком назад навіть порівняно з аттічною, помилкова.
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ПОЗИЦІЙНІ   СИСТЕМИ   НУМЕРАЦІЇ
Першою відомою нам позиційною системою числен​ня є шістдесяткова система стародавніх вавілонян, яка виникла приблизно за 2 000 р. до н. є. Сліди її зберег​лися і досі (співвідношення між градусом, мінутою, се​кундою; годиною, хвилиною, секундою).
Вавілоняни записували всі числа від 1 до 59 у де​сятковій (але не позиційній) системі за допомогою по​вторення двох «клинів». γ = 1, <=10. Число 60 (одиницю вищо​го розряду) записували так само, як і І, але на більшій відстані від інших клинів. Цілі числа, більші за 59, за​писували в позиційній шістдесятковій системі. Клини, якими записували числа, могли щільно прилягати один до одного. Повторення знаків «одиниця» і «десять» більш як 3 рази утворювала компактні комбінації.
Щоб уникнути неправильного читання, між розряда​ми залишали помітний проміжок  (прогалину).
Знака для зображення нуля у вавілонській системі числення не було, а щоб показати відсутність якого-небудь розряду в записі числа, вавілоняни робили більший проміжок між значущими розрядами, ніби вставляючи цим самим нульовий розряд. Але визначати величини проміжків між цифрами було незручно. Це ще більше посилювалося тим, що «нульового» розряду, якщо він був найменшим у записі числа, ніяк не позначали, на​приклад, запис числа 169 = 2*60 + 49 за допомогою кли​нопису міг означати і число 10 140 = 2*602 + 49*60, і чис​ло 608400 = 2*603+49*602 і т. д. Ось чому нумерацію математичних клинописних текстів називають нумера​цією з неозначеною позицією. Близько середини 1 тися​чоліття до н. є. замість прогалини, що означала «знак пустоти», застосовували  спеціальний знак.
Шістдесяткова система вавілонян відіграла велику роль у математиці й астрономії. Походження цієї пер​шої позиційної системи і досі точно не з'ясоване, не​зважаючи на те, що вона привертає увагу вчених уже багато років.
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Поява позиційної системи числен​ня була важливим явищем в історії культури. Вона не могла бути випад​ковою. Підтвердженням цього є само​стійне виникнення в різні часи пози​ційної системи принаймні в трьох різ​них народів: 1) у вавілонян — понад 2000 р. до н. є.; 2) в індійського пле​мені майя на початку н. є., у колишніх жителів півостро​ва Юкатан, що у Центральній Амери​ці; 3) в Індії у VIII—IX ст. н. є.
Родоначальницею нашої сучасної нумерації була, очевидно, нумерація, що виникла в Індії. На жаль, дуже мало відомо про те, як і коли в Індії почали позначати числа за позиційним принципом. З Індії ця система поши​рилася в інші країни. Деякі народи запозичили в індійців тільки позицій​ний принцип, зберігши своє старе на​писання цифр (наприклад, китайці), інші — запозичили в індійців і їх цифри.
У індійській нумерації всі числа від 1 до 9 познача​ються спеціальними символами (цифрами): 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. До них приєднується знак 0, яким позна​чається число нуль. Будь-яке натуральне число можна однозначно зобразити за допомогою тільки цих десяти знаків   (цифр)   за принципом  позиційного їх значення.
Такою лічбою (десятками) користувалося багато на​родів. Вона дуже поширилася через те, що люди мали природну «лічильну машину»—десять пальців на руках.
Як говорив видатний російський математик М. М. Лузін (1883—1950), «Переваги десяткової системи не математичні, а зоологічні. Якби в нас на руках було не де​сять пальців, а вісім, то людство користувалося б вісімковою системою». Аналогічно щодо цього висловився ві​домий французький математик А. Лебег (1875—1941): «Можливо, що, коли б люди мали 11 пальців, була б прийнята одинадцяткова система числення».
Незважаючи на позірну простоту нашої системи за​пису, вона була продуктом довгого історичного розвитку і в її створенні брали участь цілі народи. Можна сказа​ти, що створення такої системи було справою всього людства. Видатний французький математик і фізик Лаплас (1749—1827) писав: «Думка подати всі числа дев'ятьма знаками, надаючи їм, крім значення за фор​мою, ще й значення за місцем, така проста, що саме внаслідок цієї простоти важко зрозуміти, наскільки вона чудова. Як нелегко було прийти до цієї методи, ми бачи​мо на прикладі великих геніїв грецької науки Архімеда і Аполлонія, які до цього не дійшли».
Записувати числа за позиційною десятковою систе​мою з використанням нуля почали в Індії приблизно в 500 р. н. є., причому в різних її областях цифри писали по-різному.
Вже в 874 р. з'явились рукописи арабською мовою, які містили індійський позиційний запис чисел. Індійсь​кі, або, як їх іноді називають арабсько-індійські цифри, пізніше поширились на всьому мусульманському сході, а також у мавританських країнах (територія сучасної Іспанії). Вони й стали прямими родоначальниками на​ших цифр.
Хоч перші записи арабсько-індійськими цифрами можна знайти в іспанських рукописах ще в X ст. (а в одному рукописі X ст. із Сан-Гала—університетської бібліотеки в Цюріху є вже знак нуля), у Європі нова система почала застосовуватися тільки в XII ст. Цьому сприяв переклад на латинську мову арифметичної пра​ці видатного узбецького вченого ал-Хорезмі (бл. 780 — бл. 850), в якій викладено спосіб позиційного числення. Цей спосіб дістав назву алгоритму (від видозміненого прізвища ал-Хорезмі).
Нова нумерація в Європі зустріла жорстокий опір як з боку схоластичної науки того часу, так і з боку окре​мих урядів. Наприклад, у 1299 р. у Флоренції купцям було заборонено при підрахунках користуватися новими цифрами, а лише римськими або записувати чи​сла словами. В офіційних паперах аж до XVIII ст. дозволялося користуватися тільки римськими циф​рами.
Одним з перших в Європі зрозумів переваги нової нумерації французький церковний математик Герберг (бл. 940—1003), який у 999 р. став римським папою під іменем Сільвестра II. Він зробив спробу провести ре​форму викладання математики і ввести нову систему числення. Проте нововведення викликало гнів в інкві​зиції. Папу звинуватили в тому, що він «продав душу сарацинським дияволам». Реформу не прийняли, а папа-математик незабаром помер.
Переконаним прихильником нової нумерації в Єв​ропі був знаменитий італійський математик середньовіч​чя Леонардо Пізанський (близько 1170—1240), відомий також під ім'ям Фібоначчі. Тим часом у Німеччині, Франції і Англії до кінця XV ст. новими цифрами майже не користувалися.
На початку XV ст. нова нумерація проникає в Росію, але православна церква оголосила її безбожною. Книжки, де було використано цю нумерацію, забороня​лися, а власників їх жорстоко карали. Це робили з двох причин: по-перше, у новій нумерації арифметичні дії над числами були такі прості, що могли бути доступні ши​рокому колу людей, а це було невигідно церкві: по-дру​ге, в той час велась жорстока боротьба між православ​ною і католицькою церквами, і служителі православної церкви бачили в поширенні нової нумерації посилення впливу католицизму.
У творах, що друкувалися старослов'янською мо​вою, індійськими цифрами стали нумерувати сторінки книжок (вперше—двох книжок духовного змісту, вида​них в Угорщині в 1621 р.). У відомій «Арифметиці» Магніцького (1669—1739), виданій у 1703 р., сторінки позначено слов'янськими цифрами, а обчислення в тексті наводяться індійськими цифрами.
Найбільш ранні російські монети з індійськими циф​рами належать до 1654 р. При Петрі І індійські циф​ри на монетах повністю витісняють слов'янські, які востаннє з'явилися на мідних монетах 1718 р. У після-петровські часи слов'янські цифри швидко зникли з ужитку.
ПЕРЕВАГИ ДЕСЯТКОВОЇ ПОЗИЦІЙНОЇ  СИСТЕМИ  НУМЕРАЦІЇ ПОРІВНЯНО  З  ІНШИМИ
Важко уявити систему числення, яка була б зручні​шою від позиційної. За основу системи числення можна взяти будь-яке натуральне число. Це положення висло​вив видатний французький математик, фізик і філософ Паскаль (1623—1662).
Для систем числення з малою основою потрібно не​багато цифр, але запис чисел виходить дуже довгий; для систем числення з великою основою, навпаки, по​трібно більше цифр, зате запис чисел набагато корот​ший. У системах числення з досить великою осно​вою таблиці множення громіздкі і важко запам'ятову​ються.
На різних ступенях розвитку людства в різних краї​нах користувалися різними системами числення. Але чим розвинутішою була система лічби, тим більше на​ближалася вона до десяткової.
У зв'язку з цим можна припустити, що до того часу, поки людина почала лічити десятками, вона користува​лася під час лічби пальцями однієї руки. Це привело до створення п'ятіркового числення, яким на певних сту​пенях свого розвитку користувалися, очевидно, всі на​роди.
З п'ятірковою системою пов'язана будова китайсь​ких і японських рахівниць — суан-пан і соробан.
Сліди двадцяткової непозиційної системи зберегли​ся, як ми вже згадували, у французькій, англійській і голландській мовах. їх виявлено також у чукчів.
Позиційну шістдесяткову систему числення застосо​вували в Стародавньому Вавілоні.
Зрозуміло, що системи числення з більшою основою виникли пізніше, ніж з меншою. Системи з малою осно​вою (двійкова, п'ятіркова тощо) були менш придатни​ми, ніж десяткова, бо в них навіть порівняно невеликі числа виражалися досить громіздкими записами. Вод​ночас і системи з великою основою (наприклад, двадцяткова) не виправдали себе на практиці, бо вони ви​магали запам'ятовування великої кількості спеціальних слів і таблиць множення. Отже, у процесі природного добору вистояла система числення «середньої» величи​ни—десяткова.
Своєрідним свідченням того, що не завжди нумера​ції збігалися з нашою сучасною нумерацією, є також те, що в назві числівників зовсім немає одноманітності, яка властива їх записам (десять, сорок, сто, тисяча, міль​йон).
Звідси можна зробити такі висновки:
1) сучасна письмова система числення строго пози​ційна, а усна — не строго позиційна;
2) письмова система строго десяткова, а усна — збе​рігає сліди п'ятіркової та інших систем;
3) у письмовій системі числення існує тільки десять вузлових чисел 0, 1, 2, ..., 9, а в усній лічбі застосову​ють ще й інші вузлові числа, кожне з яких є основою своєї «місцевої» системи числення.
Можна помітити, що наша усна мова відбиває більш ранню стадію лічби, ніж наша нумерація.
Легко бачити, що десяткова позиційна система ціл​ком задовольняє всі вимоги, які можна поставити до си​стеми нумерації. Вона однаково зручна для зображення і дуже великих, і дуже малих чисел. Над числами, за​писаними за цією системою, порівняно зручно робити арифметичні операції. Ці вимоги не задовольняла жод​на з попередніх систем нумерації. Тому ці системи по​винні  були поступитись десятковій  позиційній  системі.
ІНШІ   ПОЗИЦІЙНІ  СИСТЕМИ  НУМЕРАЦІЇ І   IX   ЗАСТОСУВАННЯ
Деякі системи числення, основа яких відмінна від 10, застосовувалися в різний час.
Дванадцятковою системою користувалися колись різ​ні народи. Особливо широко застосовували число 12 у своїй системі дробів римляни. Позиційна дванадцяткова система числення має деяку перевагу над десятковою. Число 12 має чотири дільники (2, 3, 4, 6), що  особливо  зручно  для  теоретичної  арифметики.   В
дванадцятковій системі було б більше «круглих чисел»
(бо ½,¼,⅓ частини від 12, які особливо часто вживаються, були б просто цілими числами). Це да​ло б змогу подати більше скорочених прийомів виконан​ня дій. Виходячи з цього, відомий французький приро​додослідник Бюффон (1707—1788) наприкінці XVIII ст., німецький філософ Кант на початку XIX ст. та інші вчені пропонували запровадити дванадцяткову систему числення. В Америці існує «Американське дванадцяткове товариство», яке розробляє і пропагує дванадцятко​ву систему.
Цікаво зазначити, що англійський письменник Джо​натан Свіфт (1667—1745) в описі Ліліпути виходить з передбачення, що зріст ліліпутів у 12 раз менший від зросту Гуллівера, тому одиниця площі в них приблизно в 150 раз (12X12), а об'єму приблизно в 1700 раз (12Х X12x12) менша від наших. Звідси багато цікавих епі​зодів і непорозумінь.
Двійкова система числення, як найпростіша, спо​чатку, очевидно, існувала в усіх народів; їй передувала лічба парами (по два). Про це свідчать системи мір і назви їх частин у мовах багатьох народів, а також погляд на подвоєння і роздвоєння як особливі арифме​тичні дії (наприклад, у Стародавньому Єгипті). Двій​кова система існувала в Китаї. її винайдення припису​ють імператорові Фо Гі, який жив у IV тисячолітті до н. є.
Числа у двійковій системі записують тільки двома цифрами: 0 і 1. Число 2 є вже одиницею другого роз​ряду і записується у вигляді 102, число 3— у вигляді 112, число 10 —у вигляді 10102 і т. д. Для усної і пись​мової нумерації двійкова система незручна, бо запис числа в ній дуже довгий (наприклад, 77710 = = 1 100 0010012). Але вона має також істотні принципові переваги, на що вперше звернув увагу видатний німець​кий математик і філософ Г. В. Лейбніц (1646—1716). Він відзначив особливу простоту операцій у цій системі числення (таблиці додавання і множення зводяться до 0+0=0; 0+1 = 1+0=1; 1 + 1 = 10; 0*0 = 0; 0*1 = 1*0 = 0; 1*1 = 1; значно спрощується ділення). Але у практичній лічбі Лейбніц не рекомендував користуватися двійковою системою замість десяткової.
Однак Лейбніц не міг передбачити, що двійкову си​стему широко застосовуватимуть в обчислювальній ма​тематиці, що саме її буде покладено в основу будови електроннообчислювальних машин.
Більшість застосувань цієї системи грунтується на тій її властивості, що в будь-якій іншій системі числен​ня треба зазначати, скільки одиниць кожного розряду входить до складу даного числа (наприклад, називаючи число 948, ми зазначаємо, що воно має 9 сотень, 4 де​сятки, 8 одиниць), а в двійковій системі одиниця будь-якого розряду або є (обов'язково одна), або її немає. Так, для числа 510=1012 достатньо вказати, що є оди​ниця третього розряду, немає одиниці другого і є одини​ця першого.
Цю властивість двійкової системи враховують при побудові електронних обчислювальних машин.
Із сказаного вище можна зробити такі висновки:
1. Історія систем числення ще раз показує, що поняття натурального числа  виникло в результаті прак​тичної діяльності людини і спростовує ідеалістичне вчення про апріорний характер поняття натурального числа, про те, що воно в людини є вродженим.
2. Історія нашої нумерації показує, що система чис​лення з різноманітних і різнорідних ставали все одно​ріднішими. Чим вищий був господарський і культурний рівень  суспільства, тим  більше з'являлося  в  системах числення спільного.
Першою загальною формою нумерації були системи числення типу ієрогліфічної. Фазу ієрогліфічної нуме​рації, яка відповідає ще дуже примітивній лічбі, так чи інакше пройшли, очевидно, всі народи. Хоч принцип її побудови в різних країнах був однаковий, проте у вибо​рі вузлових чисел, а також у їх позначеннях була повна розбіжність.
Алфавітна система нумерації дала можливість легко оперувати невеликими числами. Але те, що кожний на​род застосовував при цьому власний алфавіт, перешко​джало створенню єдиної системи числення.
Нарешті, останню стадію розвитку нумерації стано​вить десяткова позиційна система числення, перша си​стема, прийнята в усьому світі. Єдиним тут є не тільки побудова, а й позначення цифр.
3. Історія нумерації яскраво ілюструє боротьбу но​вого, передового із старим, консервативним. Так, алфа​вітній системі довелося перемагати вікові традиції античних держав, а десятковій позиційній системі проти​стояли реакційні сили європейського середньовіччя.
4. Створення сучасної позиційної десяткової системи числення   було закономірним  завершенням  неминучого історичного процесу.
Урок 3
Тема: Основні етапи розвитку дробів.

Мета: Розкрити об’єктивну необхідність виникнення і вивчення дробів, познайомити учнів із різними видами дробів та історією їх виникнення і удосконалення.

Хід уроку:

І.Вступне слово вчителя: 

Ви знаєте, що крім натуральних чисел є ще інші – дробові. Дроби утворюються коли натуральне число ділять на рівні частини: на дві(половина),три, чотири і т.д.

  Отже ми сьогодні ознайомимось як і чому виникли дроби, згадаємо як їх порівняти, як виконувати над ними дії.

ІІ. Актуалізація опорних знань:

1) Діти, які ви знаєте дроби?

2) Навести приклад неправильного дробу і виділити з нього цілу частину.

3) Який дріб =1?

4) Скоротити дроби: 7/21; -9/27.

5) Записати два десяткові дроби, які відрізняються один від одного на 0.03.

ІІІ. Вивчення нового матеріалу:

1.Вивчення дробів. Аліквотні дроби.

2.Від конкретних дробів до основних.

3.Шістдесяткові дроби(астрономічні).

4.Дріб – відношення цілих чисел.

5.Цілі або дванадцяткові дроби.

6.Основні етапи розвитку звичайних дробів.

7.Десяткові дроби.

8.Неперервні або ланцюгові дроби. 

ІV.Осмислення нового матеріалу:

Навести приклади аліквотних дробів.

1. Які дроби називають астрономічними?

2. Що таке унції?

3. Які з згаданих дробів вивчаються в шкільному курсі математики?

4. Неперервні дроби є ірраціональні числа? Чи ні?

V.Підведення підсумків уроку і перевірка конспектів в учнів.

Матеріали до уроку.

ДРОБИ. ВИНИКНЕННЯ   ДРОБІВ.
З виникненням уявлень про цілі числа виникали уяв​лення і про частини одиниці, точніше, про частини цілого конкретного предмета. Так, виникнення уявлення про число «два» зумовлювало уявлення про «полонину», про «половину   половини»   і   т. д.   З   появою   натурального
числа n виникло уявлення про дріб виду 
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, який тепер називають аліквотним, родовим або основним. Першим дробом, з яким ознайомилося людство, як неважко побачити, була половина в її точно конкретній формі, саме у вигляді половини якого-небудь реального предмета.
Поява аліквотних дробів дуже характерна  для почат​кового розвитку поняття числа в стародавній цивіліза​ції. Вона зумовлена процесом подрібнення цілого на ча​стини. Цим можна пояснити виникнення аліквотних дро​бів виду 
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 при невеликих n (наприклад, n = 2, 3, 4, 6, 8,10), оскільки практично в той час навряд чи потрібно було ділити одиницю на велике число частин.
Інше (основне) джерело виникнення дробів — про​цес вимірювання, який з'явився майже одночасно з ліч​бою. В основі будь-якого вимірювання завжди лежить якась величина (довжина, об'єм, вага і т. д.). Вибір тієї чи іншої одиниці, яка є основою системи мір, зумовлю​вався конкретною історичною обстановкою.
Міри у своєму розвитку пройшли приблизно ті самі етапи, що й числа.
На перших стадіях розвитку людства вимірювали «на око». З дальшим розвитком суспільства виникли де​які натуральні міри: довжина ступні, ширина долоні тощо.
Про існування найдавніших мір свідчать назви мір довжини, які збереглися й досі. Такими мірами є: фут (довжина ступні), дюйм (ширина великого пальця руки при його основі), ярд (лікоть, тобто відстань від кінців пальців до ліктя), пальма (ширина долоні). До цієї ж категорії мір належать маховий сажень (відстань між середніми пальцями розведених рук), косий сажень (відстань між великим пальцем лівої ноги, широко від​ставленої від правої, і середнім пальцем витяг​нутої вгору правої руки), які довгий час використову​вали в Росії.
З усіх мір довжини в побут російського народу найміцніше ввійшов аршин. Про це свідчить велика кіль​кість приказок і зворотів народної мови: «міряти на свій аршин», «ніби аршин проковтнув», «аршинний товар» (червоний товар) і т. д.
Потреба в точніших вимірюваннях привела до того, що початкові одиниці мір почали ділити на 2, 3 і більше частин. Дрібнішій одиниці міри, яку діставали внаслі​док такого поділу, надавали індивідуальної назви і ве​личини вимірювали вже цією дрібнішою одиницею. Так виникли перші конкретні дроби. Тільки набагато пізні​ше назви цих конкретних дробів почали надавати таким самим частинам інших величин, а потім і абстрактним дробам.
ВІД КОНКРЕТНИХ ДРОБІВ ДО ОСНОВНИХ
Є всі підстави припускати, що спочатку існували тільки двійкові дроби. Пізніше до цих дробів було при​єднано 
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 та її двійкові поділи. Так, ділення аршина на 16 вершків відповідає вимозі, щоб —
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  його частини виражалися цілими числами вершків. Така двій​кова система ділення основної одиниці була яскраво ви​ражена ще в старій руській системі вимірювання площ полів і деяких інших величин. У XV ст. як оди​ницею вимірювання площ почали користуватися сохою (соха = 80 чвертей, чверть =
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 десятини), а також півсохою, пів-півсохою (чверть сохою), півчверть сохою тощо.
У зв'язку з діленням різних одиниць вимірювання на частини на Русі були дуже поширені дроби виду: половина  (
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), чверть (
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), півчверть  (
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), пів-півчверть(
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), пів-пів-півчверть, або мала чверть (
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), третина (
[image: image16.wmf]3

1

), півтретина (
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), пів-півтретина (
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),   пів-пів-півтретина, або мала третина (
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) і т. д.
Про дроби з іншим знаменником іде мова в старо​давньому руському математичному творі (1134 р.), написаному ченцем новгородського Антонійового мона​стиря Кириком (нар. 1110). Цей твір присвячувався хро​нологічним розрахункам, пов'язаним з церковними пере​казами. У своєму творі Кирик ділить 12-годинний день (одиницю) на години, години — на дробові частини (п'ята частина години), знайдені дробові частини— знову на п'яті частини і т. д. Внаслідок цього утворю​ється геометрична прогресія із знаменником 
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; члени цієї прогресії мають чисельники, які дорівнюють одини​ці, а знаменники — послідовно 12, 60, 300, ..., 937 500. Далі Кирик наївно додає, що «більше цього не буває».
Те, що дроби виникли в результаті вимірювання, а не ділення цілих чисел одного на одне, підтверджується також і деякими відомими з історії прикладами ділення цілих чисел. Так, в одному арабському рукописі XII ст. є задача: «Поділити 100 фунтів між одинадцятьма чоло​віками порівну». Автор, розв'язуючи цю задачу, у ре​зультаті ділення дістає остачу, яка дорівнює 1 фунту. Щоб розподілити цю остачу, він не вдається до дробів, а пропонує поміняти цей фунт на яйця, яких, на його думку, за 1 фунт можна взяти 91 штуку. Розподіливши 88 яєць по 8 на кожного чоловіка, автор пропонує троє яєць, які лишилися, віддати тому, хто ділив, або ж по​міняти їх на сіль до яєць. Так само робить римський церковний «учений» Одо Клюнійський (помер у 942 або 943 рр.). Ділячи 1001 фунт на 100, він роздроблює одер​жану в остачі одиницю в унції, драхми і т. д., поки число частин не буде більшим за 100. Оскільки й після цього ділення без остачі неможливе, він пропонує маленьку остачу, яка лишилась, зовсім відкинути і не враховувати її, вказуючи, що тільки один бог «без недоліків». Отже, ділення тут не приводило до дробів, а здійснювалося за допомогою введення дрібніших іменованих одиниць, при​чому незначна остача просто відкидалася.
У згаданому вище папірусі Рінда ми вже зустрічає​мось з дробовими обчисленнями. Питання, пов'язані з дробами, в папірусі викладаються досить своєрідно. Па​пірус починається таблицею, яка виражає всі дроби виду 
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 (від k=1 до k = 50)  у вигляді суми не більш як чотирьох основних дробів, обов'язково відмінних один від одного.
Наведемо деякі приклади з цієї таблиці:
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.В усіх таких таблицях  або частинах таблиць, які зустрічаються в інших папірусах,   дроби   виду 
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  розкладено на одні й ті самі основні дроби. Відомо, що роз​клад дробу 
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 на основні дроби не однозначний. Чому єгиптяни вибрали саме такий розклад і як вони до нього прийшли, поки що не відомо. Безсумнівним є тільки те, що така таблиця — результат колективної праці бага​тьох поколінь. Відсутність у таблиці дробів з парними знаменниками свідчить про те, що єгиптяни вміли ско​рочувати дріб на 2. Можливо, за допомогою цієї таблиці розв'язували всі задачі на дроби, бо в більшості випад​ків, щоб розкласти дріб 
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на основні дроби, досить розкласти дріб 
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 на суму різних основних дробів. Дріб ви​ду 
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 єгиптяни позначали так само, як і натуральне чис​ло n, тільки ставили над ним крапку; такий запис вів до ототожнення множення натуральних чисел з множен​ням основних дробів, наприклад: 3*5=15, тобто
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Отже, єгиптяни вважали, що тільки основні дроби мають самостійне значення і певний смисл; усі інші дро​би вони усвідомлювали через основні. Це свідчить про те, що основні дроби відображають певний етап розвит​ку людства взагалі. Використання основних дробів у свою чергу свідчить про те, що в первісному суспільстві ділення будь-якої мисливської здобичі порівну було за​коном. Внаслідок недостачі їжі неоднаковий розподіл міг би привести до загибелі частини племені. Цікаво згада​ти відомий опис Миклухо-Маклая про те, як він безус​пішно пробував частувати вином стариків, а не все плем'я.
У пізніші часи зазначений принцип розподілу був порушений, але дроби типу 
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 міцно увійшли в користу​вання. Інші дроби здавалися незвичними, неправильни​ми. Про це свідчить запровадження в єгиптян та інших народів спеціальних значків для  найбільш поширених
дробів 
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 і 
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, які, безперечно, виникли пізніше від основних дробів (звичайно, з невеликими знаменниками). Виходить, що єгиптяни загального поняття дробу ще не знали.
У стародавніх вірменських рукописах трапляються тільки основні дроби. їх позначали за допомогою зна​менника, біля якого з лівого боку вгорі ставили певний знак, наприклад, вертикальну риску. Дріб 
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 позначали одним символом О або С1.
ШІСТДЕСЯТКОВІ ДРОБИ
Особливо цікаві вавілонські шістдесяткові дроби, або так звані «сексагезимальні дроби». Вони нагадують на​ші десяткові дроби, тільки замість знаменників 10, 102, 103, ... вавілоняни ставили 60, 602, 603, ... і записували дроби так само, як і натуральні числа.
Користуючись такими шістдесятковими дробами, ва​вілоняни повинні були багато дробів зображати набли​жено. У цьому недолік і водночас перевага цих дробів. Шістдесяткові дроби стали постійним знаряддям науко​вих обчислень спочатку грецьких, потім арабських і се​редньовічних європейських учених аж до XV ст., поки їх не замінили десяткові дроби.
Однак в астрономії вчені всіх народів користувалися шістдесятковими дробами аж до XVII ст., називаючи їх астрономічними дробами.
Для обчислень з дробами вавілоняни складали величезні таблиці, які  виражали  в шістдесяткових дробах основні дроби. Наприклад:
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 і т.д.
Достовірних відомостей про те, як вавілоняни вико​нували дії над шістдесятковими дробами, немає. Але найімовірніше, що не тільки додавання, віднімання, а й ділення дробу на дріб виконували аналогічно до відпо​відних дій над цілими числами за допомогою подрібнен​ня, тобто зміни одиниці лічби. А як множили дріб на дріб? Досить високий розвиток вимірювальної геометрії (землеміряння, вимірювання площ) примушує думати, що вавілоняни перемагали ці труднощі: зміна лінійного масштабу в 60 раз дає зміну масштабу площі в 60*60 раз.
На відміну від єгиптян, які зводили множення до по​двоєнь, вавілоняни виконували його так само, як і ми, — порозрядно. Вони широко використовували таблиці мно​ження і таблиці обернених значень.
Слід зазначити, що й у Вавілоні область натуральних чисел остаточно не розширилася до області додатних раціональних чисел, бо вавілоняни розглядали тільки скінченні шістдесяткові дроби, в області яких ділення не завжди виконується.
ДРІБ—ВІДНОШЕННЯ ЦІЛИХ ЧИСЕЛ
У Стародавній Греції арифметику—вчення про загальні властивості чисел — відокремлювали від логісти​ки — мистецтва числення. Греки вважали, що дроби можна вживати тільки в логістиці. Тут ми вперше зустрі​чаємось із загальним поняттям дробу   виду
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. Отже, можна вважати, що вперше область натуральних чисел розширилась до області додатних раціональних чисел у Стародавній Греції. Але справа в тому, що саме по​няття дробу в теоретичних творах не розглядалося, бо греки того періоду одиницю вважали неподільною і тому говорили не про частини одиниці 
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Е, а про відношення цілих чисел 
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.   Однак   запровадження   стародавніми греками  відношень   (дробів)   виду 
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 було   величезним кроком уперед у розвитку математики і поставило ряд, важливих теоретичних "Проблем, які стосуються не тіль​ки самих дробів, а й натуральних чисел. Тут беруть по​чаток такі основні питання теорії чисел, як учення про подільність, про взаємно прості числа і т. д.
У Греції дроби широко застосовувалися не пізніше V ст. до н. є. Ними користувалися не тільки в задачах обчислювальної геометрії, комерційної арифметики й алгебри, а й у теорії музики. Греки вільно оперували всіма арифметичними діями з дробами, але за числа їх не визнавали. Тому, якщо Архімед (бл. 287—212 дон. є.) у своєму трактаті «Про вимірювання круга» використо​вує дроби, то Евклід (III ст. до н. є.) у своїх «Началах» і Нікомах із Герази (І ст. н. є.) у «Вступі до арифме​тики» дробів не розглядають.
Починаючи з II ст. до н. є., а можливо навіть і трохи раніше, александрійські математики почали широко ко​ристуватися також єгипетськими дробами і відповідною технікою лічби. Наприклад, Герой Александрійський (І ст. до н. є.), як і єгиптяни, подає дріб у вигляді суми основних дробів: замість 
[image: image39.wmf]12

5

  він записує 
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 і т. д. Греки, як і єгиптяни,
основні дроби позначали, записуючи тільки знаменники.
У той же час в астрономічних обчисленнях греки по​чали користуватися вавілонськими шістдесятковими дробами.
Видатний давньогрецький астроном Клавдій Птолемей (100—бл. 178) записував, як і вавілоняни, шістдесяткові дроби без знаменника. Для цього він цілі числа підкреслював зверху горизонтальною рискою, 60-ті частки позначав значком ‘, 3600-ті—значком", 216 000-ті—значком '" і т. д. Так робили не тільки при вимірюванні
часу і частин дуг кола, а й при вимірюванні довжин відрізків. Наприклад, Птолемей подає сторону правиль​ного десятикутника, вписаного в коло (радіус якого дорівнює 60 одиниць), через 374'55"=37
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таких одиниць, як радіус. Згодом відповідним часткам було при​своєно назви: мінути, секунди, терції і т. д. Слід зазначити, що грецькі математики запровадили символ «О» (омікрон) для позначення пропущеного шістдесяткового розряду. Однак такий символ не поширився на позна​чення натуральних чисел.
Розрив між теорією і практикою (арифметикою і логістикою) затримав розвиток математики. І хоч в елліністичну епоху відношення цілих чисел та дроби зли​лися в одне ціле і вже Архімед вільно переходив від відношень до дробів і навпаки, однак тільки видатний олександрійський математик Діофант (приблизно III ст. н. є.) говорить про дроби, як про числа.
УНЦІЇ,  АБО  ДВАНАДЦЯТКОВІ  ДРОБИ
Римляни користувалися конкретними дробами, які замінювали абстрактні частки частинами вживаних мір. Вони зосередили свою увагу на мірі «асc» (тепер апте​карський фунт), що означала також і міру вартості. «Асc» ділився на 12 частин — унцій. З них складали всі дроби із знаменником 12, тобто 
[image: image44.wmf]
[image: image45.wmf]12

11

,

12

10

,

12

9

,

12

8

,

12

7

,

12

6

,

12

5

,

12

4

,

12

3

,

12

2

,

12

1

.
Кожний з дробів позначали особ​ливим знаком, що мав свою назву. Будь-яку величину можна було виражати за допомогою унцій. Наприклад,
замість того щоб сказати «я прочитав 
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 книги», говори​ли «я прочитав 5 унцій книги». Крім того, були похідні назви для  
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.       За допомогою унцій римляни виражали і дроби на зразок 
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, говорячи 
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 унції. Три унції називали чвертю, чотири унції— третиною, шість унцій - половиною. Характерний такий уривок з твору відомого римського поета Горація (І ст. до н. є.)  про бесіду вчителя з учнем в одній з римських шкіл тієї епохи.
«Учитель: Нехай скаже син Альбіна, скільки буде, якщо від 5 унцій відняти одну унцію?
У ч е н ь:   Одна третина.
Учитель: Правильно, ти  зумієш берегти своє майно».
Отже, римляни створили дванадцяткову систему дро​бів, яка панувала на практиці з раннього середньовіччя до XII ст. Можливо, причиною цього був поділ року на 12 місяців, прийнятий у римлян з часів царя Нуми (кі​нець VIII—початок VII ст. до н. є.).
Як видно, римські дроби спочатку мали конкретний {ваговий) характер, але з часом римляни почали вжи​вати ці дроби як абстрактні. Дії над такими дробами аналогічні до дій над шістдесятковими вавілонськими дробами.
Отже, Єгипет, Вавілон і Рим незалежно один від одного створили своєрідне вчення про дроби.
ОСНОВНІ   ЕТАПИ   РОЗВИТКУ   ЗВИЧАЙНИХ   ДРОБІВ
Дроби у народів Китаю з'явилися майже одночасно з цілими числами задовго до від'ємних чисел. Першими дробами в них були 
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,    які називаються «половиною», «малою половиною» і «великою половиною».
У китайській «Математиці у дев'яти відділах», яку створили за невідомими більш ранніми джерелами Чжан Цан (у першій половині II ст. до н. є.), а потім Цзін Чоу-чан (у середині І ст.), вже даються скорочення дро​бів на основі так званого алгоритму Евкліда і всі дії з дробами.
Індійці спочатку виражали всі частки за допомогою лише дробів 
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, для яких у них були особливі назви і позначення. Усі інші дроби вони нама​галися звести до шести зазначених, і це їм у більшості випадків удавалось.
Але вже у індійського математика Брахмагупти (598—бл. 660) знаходимо досить розвинуту систему дро​бів. У нього зустрічаються різні основні і похідні дроби з будь-якими чисельниками. Чисельник і знаменник записували так само, як і в нас, але без горизонтальної риски — просто розміщували один над одним. Ціле число  записували над чисельником. 
Щодо дробів важливо зазначити, що видатний індій​ський математик і астроном Бхаскара (1114—1185) цілі числа позначав у вигляді дробу із знаменником 1. Це свідчить про те, що він прагнув об'єднати цілі й дробові числа в множину раціональних чисел (пор. з протилеж​ним прагненням єгиптян та інших народів записувати основні дроби як цілі числа).
Араби (точніше, народи, які писали арабською мо​вою) спочатку копіювали індійський порядок запису. Якщо цілих не було, вони вгорі писали нуль у вигляді крапки. 
Вже в арифметичному трактаті арабського матема​тика і астронома Абу-л-Вафи (940—998), який працю​вав у Багдаді, «Про те, що треба знати переписувачам від науки арифметики» знаходимо досить розгорнуту теорію дробів. Близько 1200 р. араби вперше почали ставити «риску» для відокремлення чисельника від зна​менника. У них ми зустрічаємо постійне поєднання практичної і теоретичної арифметики: так, потреба швидко перевіряти множення і ділення цілих чисел при​водить іранського математика XI ст. ал-Караджі (його часто ще називають ал-Кархі; пом. 1016) до теорії остач, до перевірки за допомогою чисел 9, 11, 8, 7. Ці​каво зазначити, що ан-Насаві (або ал-Насаві; пом. бл. 1030)—уродженець Наси, міста, що було розташоване поблизу теперішнього Ашхабада, при діленні дробів зво​дить їх до спільного знаменника:
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Ця ідея грунтується на зміні одиниці лічби. Італійський математик Леонардо Пізанський уже в XIII ст. записує дроби, вміщуючи, у випадку мішаного числа, ціле число справа, але читає так, як прийнято у нас, і виконує ділення так само, як і ан-Насаві. Він дає формули для планомірного розкладу дробів на основні. Німецький математик Іордан Неморій (пом. 1236) ділить дроби за допомогою ділення чисельника на чисельник і знаменника на знаменник, уподібнюючи ділення мно​женню. Для цього він члени першого дробу доповнює множниками:
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Уже в XV ст. італійський математик Лука Пачолі {бл. 1445—бл. 1515) у своєму творі «Summa» висловлює подив з приводу множення дробів: «Хіба немає супереч​ності в тому, що дроби, помножені один на одного, дають зменшення, тоді як множення повинно означати збіль​шення, адже сказано в святому письмі: плодіться, роз​множуйтесь і наповнюйте землю».
З цього утруднення він знаходить досить дивний ви​хід: збільшення, на його думку, означає віддалення від 1, що можна застосувати не тільки до цілих, а й до дробових чисел; у цьому розумінні, на його думку, 
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 більша від кожного з її співмножників.
Німецький математик Генріх Шрейберг, відомий як Граматеус (пом. 1525), при діленні дробів повторює спосіб ан-Насаві і Леонардо Пізанського.
Отже, до XV—XVI ст. вчення про дроби набуває по суті вже сучасного вигляду, і оформлюється приблизно в ті самі розділи, які вивчаються зараз. Проте за фор​мою це вчення не було досить виразним.
Про походження дробів тоді часто не говорили або говорили дуже мало. Починали безпосередньо з вимов​ляння дробів і їх письмового позначення. Наведемо ци​тату з «Аlgorismus proportionum» (1514) Граматеуса: «Слід зазначити, що всякий дріб має 2 цифри, зверху і знизу під лінією. Верхня цифра називається чисельни​ком, нижня—знаменником. Читають дроби так: спочатку називають верхню цифру, потім — нижню з додаван​ням слова «частини». Наприклад,
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 - дві п'ятих частини». 

Таким чином, хоча дробами й оперували ще народи стародавнього Сходу (Єгипту, Вавілону), однак чітке уявлення про дробові числа, як про числа абстрактні, рівноправні з цілими, виникло тільки в XVI ст. у зв'язку з розвитком арифметики. З'являється ідея розгляду дро​бів з будь-яким натуральним знаменником, і дробове число починають розуміти як частку від ділення двох натуральних чисел, з яких ділене не ділиться на дільник.
Правило зведення до спільного найменшого знамен​ника кількох дробів походить на Сході від Абу-л-Вафи (X ст.), а в Європі — від Леонардо Пізанського. Але широкого застосування воно набуло лише в XVI— XVII ст. Сучасну схему додавання звичайних дробів роз​робив голландський математик А. Жірар  (1595—1632).
Так, у XVIII ст. твердили, що дріб (або ламане чис​ло) є зібранням рівних частин одиниці. Водночас дріб трактували і як частку цілих чисел, коли її не можна подати цілим числом. Наприклад, видатний петербур​зький академік Леонардо Ейлер (1707—1783) писав: «Коли при діленні дільник і ділене перебувають у тако​му стані, що ділене число націло поділити не можна, то після ділення ще дещо залишається; тоді частка, яка показує, скільки разів дільник міститься в діленому, на​зивається ламаним числом, або дробом».
Слід зазначити, що розділ арифметики про дроби довгий час був одним з найважчих. У німців збереглося навіть прислів'я: «Потрапити в дроби», що означає — зайти в безвихідь. Вважали, що той, хто не знав дробів, не знав і арифметики. А засвоїти дроби було важко. Навіть найосвіченіші люди вважали дії з дробами дуже важкими, бо загальних законів дій з дробами і правил їх запису не було — дроби додавали і множили за різ​ними «рецептами».
Отже, історично першим розширеним поняттям про число є приєднання до множини натуральних чисел множини всіх дробових додатних чисел.
ДЕСЯТКОВІ   ДРОБИ
Початком нового етапу в історії дробів були десят​кові дроби.
Коротко розповімо про їх виникнення.
Запровадження десяткових дробів поряд з десятко​вою системою числення — один з найважливіших момен​тів в історії арифметики (отже, і всієї математики в цілому).
Десяткові дроби використовувалися ще в Китаї (II ст. до н. є.), де була розповсюджена десяткова лічба. Спочатку їх розглядали як іменовані числа — одиниці десяткової системи мір; згодом вони набувають вигляду абстрактних десяткових дробів. Пізніше деякі натяки на десяткові дроби були в індійців, а потім у народів Се​реднього Сходу. Ще в трактаті «Книга розповідей про індійську арифметику», написаному в Дамаску в 952— 953 рр. ал-Уклісіді (X ст.), є цікава ідея десяткових дро​бів. Ал-Уклісіді був першим математиком країн ісламу, який застосовував десяткові дроби і зрозумів їх важли​вість. У ан-Насаві (XI ст.) з'являється щось подібне до десяткових дробів при добуванні квадратного кореня тоді, коли він не добувається націло. Ан-Насаві припи​сував підкореневому виразу стільки пар нулів, скільки треба було мати зайвих знаків у корені, його учень Кушіяр ібн Лабан ал-Джілі (бл. 971—бл. 1029) в трак​таті «Принципи індійської лічби» виклав десяткову по​зиційну арифметику цілих чисел і дробів, іноді застосо​вуючи десяткові дроби. Ці дроби використовував також багдадський учений Мухаммед ібн Абд ал-Бакі ал-Баг-даді (помер бл. 1037, за іншими джерелами, помер бл. 1100).
У Європі добував квадратні корені таким способом, як ан-Насаві, іспанський чернець Іоан Севільський (XII ст.) у своєму творі «Практична арифметика алгоризму», який є або перекладом арабської компіляції, або його власною компіляцією з арабських джерел.
Однак заслуга систематичного розгляду десяткових дробів належить відомому самаркандському вченому Гійас ад-Дину Джемшиду ібн-Масуду ал-Каші (помер у 1436 р.). Щоб результати його обчислень стали доступ​ними для тих осіб, які не знали шістдесяткової системи, що застосовувалася в астрономії, він у творі «Про коло круга» виразив відношення довжини кола до діаметра не тільки в шістдесяткових, а й у десяткових дробах. У цьому ж творі вчений систематично виклав правила множення і ділення десяткових дробів. Докладніше Джемшид ал-Каші описав систему десяткових дробів у своєму творі «Ключ до арифметики» (1427), де виклав прийоми переведення чисел з шістдесяткової системи в десяткову і навпаки, а також правила обчислень, пока​зуючи, якими розрядами слід нехтувати в наближених обчисленнях. Він перший зрозумів практичну і наукову цінність десяткових дробів, виклав правила дій над ни​ми і широко використовував їх у розрахунках.
Спроба систематичного розвитку ідеї десяткових дро​бів у Європі в середині XIV ст. належить французькому математикові з Тараскона Імануїл Бен-Якоб Бонфільс. Його рукопис прочитано лише в наші дні.
У Європі всередині XV ст. при складанні тригономет​ричних таблиць деякі математики й астрономи (напри​клад, Регіомонтан) вважали, що радіус круга дорівнює 106 або 107 і фактично діставали значення тригономет​ричних функцій у десяткових дробах.
Так, італійський математик П.Боргі (XV ст.) у своїй «Арифметиці» (1484) показав, що під час ділення на таке число, як 300, треба від діленого справа відокре​мити три цифри, а інші поділити на 3. Чеський матема​тик Рудольф з Явору (бл. 1500—бл. 1545) в 1532 р. на​водить наше сучасне правило ділення на 10, 100, 1000, ..., а також відокремлює цілу частину від дробової вер​тикальною рискою. Він пише: «Якщо треба деяке число поділити на 10, то відокремимо першу цифру комою, цифри, які стоять з лівого боку, дадуть частку, а перша окрема цифра — остачу».
У XV—XVI ст. дроби з десятковими знаменниками використовуються частіше.
У своєму «Математичному каноні» (1579) видатний французький математик Ф.Вієт (1540—1603) по суті користується десятковими дробами, але не додержує ще якогось одного позначення. У другому виданні цього твору в 1609 р. перша цифра дробу відокремлюється від інших так, що наступні цифри записуються дрібнішим шрифтом. Пізніше Вієт відокремлював першу цифру дробу вертикальною рискою. Але вперше почав система​тично застосовувати десяткові дроби голландський математик і інженер Сімон Стевін (1548—1620). Він добре розумів практичне й теоретичне значення десяткових дробів. У своєму творі «Про десяткову систему мір і десяткові дроби» (1585) Стевін звертається до урядів із закликом запровадити єдину десяткову систему мір та монет і покладає надію, що коли не тепер, то майбутні покоління запровадять її. Стевін записував десяткові дроби не так, як тепер. Наприклад, число 427,305 за Сте-віном записувалося так: 427(0)3(1)0(2)5(3).
У 1603 р. німецький математик Йоганн Бейєр (1536 — 1625) опублікував книжку «Десяткова арифметика». У ній він пояснює шлях, яким дійшов до думки про де​сяткові дроби: «У вільний від своєї служби час любив я іноді зайнятися астрономією і математикою; і я звернув увагу на те, що техніки і ремісники, коли вимірюють яку-небудь довжину, то дуже рідко, лише в окремих ви​падках, виражають її в цілих числах одного наймену​вання; звичайно їм доводиться або брати дрібні міри, або користуватися дробами; точно так само астрономи вимірюють величини не лише в градусах, а й у частках градусів, тобто в мінутах, секундах і т. д. Але мені зда​ється, що поділ їх на 60 частин не такий зручний, як поділ на 10, на 100 частин, бо в останньому випадку значно легше додавати і взагалі робити арифметичні дії; мені здається, що десяткові частки, якби їх ввести замість шістдесяткових, стали б у пригоді не тільки для астрономії, а й для будь-яких обчислень».
Оскільки праці Бейєра схожі на праці Стевіна, то можна припускати, що він написав твір «Десяткова арифметика» під впливом праць Стевіна.
Славу винайдення десяткових дробів відомий німець​кий математик Й. Кеплер (1571 —1630) приписував одно​му з винахідників логарифмів швейцарцеві І.Бюргі (1552—1632). Кеплер під час складання своїх таблиць ко​ристувався, як і Бюргі, крапкою або невеликим гачком, який отвором був звернутий до десяткових знаків. У 1616 р. Кеплер писав: «...оскільки часто утворюватимуться дро​би, а мені треба користуватися короткими числами, то, очевидно, що всі цифри, які стоять після знака (с), на​лежать дробу як чисельник, а знаменника до нього не пишуть, але він завжди є круглим десятковим числом із стількома нулями, скільки цифр стоїть після знака. Якщо знака немає, то це є ціле число без дробу, а якщо всі цифри стоять після знака, то іноді ці дроби почи​нають з нуля. Такий спосіб обчислення з використанням дробів Іост Бюргі запропонував для обчислення сину​сів, і зручний він тим, що я можу дріб вкоротити, коли він стає дуже довгим, не наносячи цим шкоди іншим числам; можу його також, у разі потреби, й подовжити. Завдяки цьому цілим числом і дробом при всіх основ​них діях можна користуватися як одним числом». Мож​ливо, що Бюргі самостійно прийшов до відкриття десят​кових дробів, бо він знав лише німецьку мову і не міг ознайомитися з працями Вієта та Стевіна.
Десяткові дроби зручні не тільки тим, що їх легко порівнювати, а й тим, що над ними можна робити ари​фметичні дії за тими самими правилами, що й з цілими числами. Тому в підручниках з арифметики пізніших часів десятковим дробам уже приділяється більше уваги. Тут поряд з англійським математиком Оутредом (1574— 1660) слід згадати французького математика Ерігона (XVII ст.), який у своїй енциклопедичній праці «Курс математики» (1634) обґрунтовує теорію десяткових дро​бів по суті так само, як це ми робимо тепер.
Коротке пояснення дій над десятковими дробами дає італійський математик Кавальєрі (1598—1647). Доклад​ніше про них пишуть голландський математик і інженер Андріан Мецій молодший (1571—1635) і знаменитий англійський математик Валліс  (1616—1703).
Поява десяткових дробів була передумовою винай​дення десяткових логарифмів, які на початку XVII ст. запровадили незалежно один від одного видатний англій​ський математик Непер (1550—1617) і швейцарець Бюргі. Непер спростив стевінський запис десяткового числа і, як правило, записував його так, як ми тепер записуємо градуси, мінути, секунди і т. д. Наприклад, число 427,305 він записував так: 427°3'0"5"'. Іноді роз​ряди Непер відокремлював двома   крапками, а також ставив крапку як розділовий десятковий знак. Введен​ня коми як розділового знака приписують Бюргі і Кеп-леру, який користувався нею поряд із дужкою.
Якщо порівняти всі способи, якими записували де​сяткові дроби в математичних працях XVII ст., то мати​мемо п'ять варіантів.
У Росії десяткові дроби вперше згадуються в «Ариф​метиці» Магніцького.
У XVIII ст. десяткові дроби дедалі ширше застосо​вуються, особливо після запровадження десяткової си​стеми мір і ваги. У наш час у побуті і в статистиці частіше користуються процентами (десятковими дроба​ми), ніж звичайними дробами.
Методологічне значення десяткових дробів полягає в тому, що в них знайшов своє яскраве вираження і за​вершення діалектичний процес поєднання цілих і дробо​вих чисел в єдине ціле.
Що ж до періодичних десяткових дробів, то в науко​вих працях вони з'явилися лише в XVII ст., а в навчаль​них посібниках — лише в XIX ст. У XVII ст. перетворен​ням звичайних дробів у десяткові й навпаки займався в 1634 р. Б.Кавальєрі (1548—1647), причому він наво​див наближені значення нескінченних десяткових дробів, не звертаючи уваги на їх періодичність. Докладніше це питання розробив Валліс. Обидва математики зустрілися з періодичними дробами, пов'язаними з процесом нескін​ченного ділення. Так в «Алгебрі» (1693) Валліса вперше викладено кілька найважливіших властивостей періодич​них десяткових дробів. Зокрема, він твердить, що ділен​ня чисельника дробу на його знаменник тоді можливе, коли знаменник містить лише множники 2 і 5, причому період починається безпосередньо з першого десятково​го знака (тобто дріб суто періодичний) лише тоді, коли знаменник не містить як множники числа 2 і 5. Валлісу також були відомі найпростіші теореми про число цифр у періоді дробу і правила перетворення чистих періодич​них дробів у звичайні дроби.
Численні дослідження з теорії періодичних десятко​вих дробів з'явилися лише в другій половині XVIII ст. У цій галузі багато зробили німецький математик й.Ламберт (1728—1777), швейцарський математик Йоган П.Бернуллі (1710—1790) і Л.Ейлер.
Найбільш систематичною працею з періодичних де​сяткових дробів була праця Ламберта. За допомогою так званої малої теореми Ферма (проте, що ар-1-1 завжди ділиться на просте число р, коли а не ділиться на р) він встановлює зв'язок теорії періодичних десяткових дробів з теорією чисел і на основі цього робить важливі виснов​ки, які дають можливість обчислювати періоди і визна​чати число цифр у періоді. Незалежно від Ламберта Йоган П.Бернуллі дістав майже ті самі результати, але не в такій наочній формі. В певному розумінні він роз​ширив деякі ідеї Валліса. Ейлер розглядає ці питання ніби мимохіть у своїй алгебрі. Англійський математик Робертсон (1751 —1826) перший пропонує особливий за​пис періодичних дробів у вигляді: 0,3; 0,23; 0,785 — за​мість 0,33...; 0,2323...; 0,785785... Він уперше застосував тотожність 0,999...= 1. У процесі виконання множення і ділення нескінченних десяткових періодичних дробів Робертсон рекомендує переходити до відповідних про​стих дробів.
Повну теорію періодичних десяткових дробів розро​бив на початку XIX ст. великий німецький математик К.Ф.Гаусе (1777—1855). Він почав працювати над нею у 1801 р. у зв'язку з дослідженнями теорії чисел.
НЕПЕРЕРВНІ, АБО ЛАНЦЮГОВІ ДРОБИ
На закінчення коротко   спинимося   на   історії непе​рервних дробів   (ідея   цих   дробів   полягає   в тому, що чисельник може бути не тільки цілим числом, а й мішаним). Ще в стародавніх римлян трапляються дроби, у яких чисельник не ціле число,   а дріб.
Очевидно, алгоритм утворення скінченних неперерв​них дробів був відкритий ще в Індії. Принаймні індій​ський математик Бхаскара II- (1114—1185) у своїй пра​ці «Вінець системи» пропонує прийом розв'язання неозначених рівнянь у цілих числах, який пов'язаний з від​шуканням спільного дільника кількох чисел. При цьому Бхаскара міркує так само, як і Евклід. По суті він роз​кладає раціональне число в скінченний неперервний дріб.
В мавританського математика XV ст. ал-Каласаді (або Алькальсанді; пом. 1486), який працював у Гре​наді, а пізніше в Тунісі, трапляються висхідні неперерв​ні дроби. Він застосовував їх до ділення з остачею і позначав ними дробову частку.
Італійський математик Бомбеллі (бл. 1526—бл. 1573} в своїй «Алгебрі» (1572) вперше розкладає деякі дійсні числа, а саме квадратні корені з раціональних чисел. Щоправда, його позначення відрізнялися від сучасних. Сучасні позначення неперервних дробів вперше засто​сував у 1613 р. італійський математик Катальді (1548— 1616). Тільки замість знака « + » він писав «еt».
У XVII ст. французький математик Ваше де Мезіріак (1581 —1638) під час розв'язування так званого діафантового рівняння ах+bу=с з цілими коефіцієнтами в ці​лих числах застосовував прийом, який зводиться до об​числення підхідних дробів.
Скінченні неперервні дроби розглядав німецький ма​тематик Швентер (1585—1636). Він застосовував сучас​ні схеми для обчислювання чисельників і знаменників підхідних дробів.
Англійський математик XVII ст. Броункер (1620— 1684)  подав   у   вигляді   неперервного   дробу   величину
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= 0,78539316...
Валліс обчислив 35 перших елементів розкладу чис​ла я в неперервний дріб. Він використовує термін «не​перервний дріб».
Видатний голландський математик Гюйгенс (1629— 1695) в 1682 р. дав докладне пояснення того, як за до​помогою неперервних дробів можна зводити до легких чисел важкі, нескоротні дроби.
Повну ж теорію неперервних дробів дали Ейлер і знаменитий французький математик Ж.Лагранж (1736—1813). Зокрема, останньому належить спосіб на​ближеного обчислення дійсних коренів алгебраїчного рівняння за допомогою неперервних дробів і відома тео​рема про те, що дійсна квадратична ірраціональність (тобто дійсний ірраціональний корінь квадратного рів​няння з цілими коефіцієнтами) розкладається в періо​дичний неперервний дріб. Правильне й обернене тверд​ження: всякий періодичний неперервний дріб являє со​бою квадратичну ірраціональність.
Урок 4.

Тема: Історія розвитку алгебри.
Мета: Ознайомити детальніше учнів з історією математики, зокрема алгебри. Показати необхідність і практичну спрямованість знань учнів з математики. Виховувати в учнів любов до предмета через активну участь у підготовці і проведенні уроку.

Форма проведення: Урок-подорож до країни „Алгебра”.
Обладнання: Магнітна дошка, на якій оформлено всі зупинки подорожі.

Хід уроку:

І Актуалізація опорних знань:

1) Алгоритм розв’язання логічного рівня.

2) Дії із степенями.

3) Що таке корінь рівняння?

4) Навести приклад двох рівносильних рівнянь.

ІІ Організація подорожі:

  Клас ділиться на дві або три команди. Працює журі із числа старших учнів і вчителів. Історичний матеріал діти збирали самі, який повідомляють при проведенні подорожі, враховуючи те, яка команда підібрала більше матеріалу і цікавіше розповіла.

  Оголошення результатів подорожі відбувається на кінцевій станції.

1 зупинка „Історія слова „Алгебра”.

2 зупинка „Три алгебри”.

3 зупинка „Алгоритм”.

4 зупинка „Нуль”.

5 зупинка „Алгебраїчні рівняння”.

Журі оцінює роботу команд і підводить підсумки участі їх у подорожі

Матеріали до уроку.
ЧИ ЗНАЄТЕ ВИ, ЩО ОЗНАЧАЄ СЛОВО «АЛГЕБРА»?
Термін цей пов'язаний з назвою твору видатного середньоазіатського ма​тематика IX ст. Мухаммеда аль-Хорезмі. Твір мав назву «Кітаб ал-джебр ал-мукабала». Ал-джебр і ал-мукабала — назви двох алгебраїчних операцій — перенесення членів рівняння з однієї частини до другої і відкидання однако​вих доданків. Приблизне значення слова алгебра — виправлення. В дано​му разі йдеться про «виправлення» рівняння.
Термін ал-мукабала в математичній мові не усталився. Обидві згадані алгебраїчні операції згодом стали називатися просто алгеброю. Ну, а далі цим терміном стали позначати науку із значно ширшим змістом.
ТРИ АЛГЕБРИ
Ми звикли до нашої сучасної алгебри і навіть не уявляємо собі, що вона могла бути іншою. Адже ж це так просто:
(а +b)2 = а2 + b2 + 2аb,
і словами це можна прочитати дуже просто: а плюс b в квадраті дорівнює а квадрат плюс b квадрат плюс два аb.
А був час, коли так не писали і не казали. В давнину це здавалося б нісенітницею, бо що таке а квадрат — площа, об'єм чи довжина? Стародавні греки могли сказати лише так: площа квадрата, побудованого на сумі двох відрізків, дорівнює сумі площ квадратів, побудованих на кожному з цих відрізків, плюс подвоєна площа прямокутника, побудованого на цих від​різках. Спробуйте, не маючи формули, знаючи лише її останній словесний вираз, дізнатися, про що йдеться. У наведеному прикладі, можливо, це не важко зробити з достатньою простотою, але ж існували приклади значно складніші!
Та алгебра, якою ми користуємось тепер, називається символіч​ною. Відкриття її, щоправда, не в тій досконалій формі, яку ми маємо в наш час, пов'язане з ім'ям видатного французького математика XVI— XVII ст. Франсуа Вієта. А та алгебра, в якій замість символів уживались повні словесні звороти, мала назву риторичної. Поміж ними — ри​торичною і символічною — є ще так звана синкопічна алгебра, від слова синкопа — зріз. У цій алгебрі багато математичних символів позна​чали скороченнями відповідних слів. Створення її пов'язують з ім'ям Діофанта Александрійського.
Отже, можна сказати, що алгебра в своєму розвитку пройшла три стадії: період алгебри риторичної (Евклід, IV—III ст. до н. є., Архімед, III ст. до н. є. та інші), період синкопічної (Діофант) і період символічної (Франсуа Вієт і його послідовники).
Не слід, проте, вважати, що зазначені періоди послідовно змінювали один одного і що, скажімо, після III ст. н. є. риторичної алгебри вже не бу​ло. Ні, на неї ще спиралися, наприклад, Мухаммед аль-Хорезмі в IX ст., Омар Хайям в XI ст. Те саме, зрозуміло, стосується і синкопічної алгеб​ри, і символічної. Вказані нами періоди значною мірою накладались один на один. Можливо, правильніше було б говорити не про три періоди, а про три види, що виникли на шляху розвитку науки.
А ЩО ОЗНАЧАЄ СЛОВО «АЛГОРИТМ»?
Виявляється, це слово пов'язане з тим самим аль-Хорезмі. Видатний математик починав свої твори так: «Сказав аль-Хорезмі». Перекладаючи книжки аль-Хорезмі на латинську мову, в середні віки відповідно писали «Diksit Algorismi», що означає: «сказав аль-Хорезмі». Тут ім'я аль-Хорез​мі вже переінакшено на Алгоризмі, згодом стали писати «Diksit Algoritmi».
Оскільки після цього звичайно викладали зміст твору аль-Хорезмі про ін​дійську лічбу, то спершу слово «алгоритмі» (алгоритм) пов'язували з де​сятковою позиційною системою числення. З часом під цим словом розуміли вже не тільки те, що стосується десяткової системи, а й взагалі всякий ре​гулярний процес.
Істотною особливістю позиційної системи є наявність в ній нуля. Нуль! Скільки вже написано про нього, зокрема про його виникнення. Можна навести таке міркування, зв'язане з цим цікавим математичним феноменом. Належить це міркування сучасному голландському алгебраїс​ту й історикові математики Ван дер Вардену. Чи справді індійці винайшли нуль? Досі ми вважали, що це саме так. А ось Ван дер Варден дійшов ви​сновку, що винайшли нуль не індійці, а греки за кілька століть до індійців. Чи переконливе таке твердження? Давайте послухаємо, що з цього приводу говорить сам Ван дер Варден.
ДЕ З'ЯВИВСЯ НУЛЬ?
Найважливіша цифра — нуль. Це була геніальна ідея зробити щось із нічого, дати цьому дечому ім'я і винайти для нього символ. Вавілонська шістдесяткова система була недосконалою, бо вона не мала нуля і не дава​ла змоги відрізнити 60 від 1 або 1/60. Згодом запровадили значок для розря​ду, якого бракує між цифрами числа, але на кінці числа його ще не писали. Грецькі астрономи звели цю систему до викінченого вигляду, додавши як нуль знак о, скорочення одного з грецьких слів. Нуль був відомий неопіфагорійцеві Ямвліху, на що вказав Фрейденталь.
Чи існував якийсь зв'язок між вавілонською шістдесятковою системою з грецьким круглим нулем і індійською десятковою системою з таким самим круглим нулем?
Фрейденталь вважає, що так. Він зазначає, що якраз у цей самий час, між 200 і 600 роками, коли в Індії ввійшло в ужиток десяткове позиційне позначення, індійці ознайомились і з грецькою астрономією. В їхньому стан​дартному астрономічному творі «Сур'я — Сіддханта» багато грецьких тер​мінів. Кепсіга (відстань від центра) природно походить від греків. Але, що значно важливіше, теоретична частина «Сур'я — Сіддханти» значною мірою грунтується на грецькій теорії епі​циклів.
У той же час, вивчаючи грецьку астрономію і тригонометрію, індійські астрономи, природно, ознайомилися також з шістдесятковою позиційною системою і нулем.
Є ще одна обставина, що вказує, як вважає Фрейденталь, на чужозем​ний вплив. Числа віршувальників пишуть у висхідній послідовності: оди​ниці, десятки і т. д., яка природно пов'язана з назвами чисел у мові. А коли ввести цифри, ця послідовність раптом змінюється на протилежну. Чи не могло і це бути наслідком західного впливу? Вавілоняни і греки завжди по​чинали з найвищих одиниць.
До цих аргументів Фрейденталя можна ще додати, що в індійських ариф​метичних посібниках дроби зображені зовсім не так, як у пізніших грецьких папірусах, а саме: чисельник пишуть над знаменником без будь-якої риски, що позначала б дріб.
Таким чином, гіпотеза Фрейденталя зводиться приблизно ось до чого: перш ніж індійці зазнали грецького впливу, вони вже мали свою віршову позиційну систему, розташовану десятково, починаючи з нижчих одиниць. У них були цифри від 1 до 9 і, подібно до цього ж, знаки для 10, 20,... Ознайомившись з грецькою астрономією, індійці дізнались про шістдесяткову систему і нуль. Вони з'єднали цю позиційну систему із своєю: до своїх власних цифр брахми 1—9 вони додали грецький нуль (о) і прийняли греко-вавілонську послідовність  розрядів.
Дуже можливо, що так воно й було. Проте це не зменшує заслуг індій​ців: саме вони довели до кінця ту систему, якою ми користуємось.
Усі основні арифметичні дії з цілими числами і дробами, саме в тому ви​гляді, в якому ми вивчаємо їх у школі, є і в індійських підручниках з ариф​метики. Вони разом з правилами дій дійшли до нас через арабів.
Як і все велике, ідея запровадження нуля геніально проста. Ця ідея могла з'явитися не в одного народу і, можливо, не в один час. Певно, не було б помилкою припустити, що і греки, і індійці прийшли до ідеї нуля не​залежно одні від одних. Так само незалежно і раніше від них до цієї ідеї прийшли   вавілоняни.

Алгебраїчні рівняння

Алгебру колись називали теорією розв'язування алгебраїчних рівнянь. А що таке алгебраїчне рівняння? Алгебраїчним називається  рівнян​ня виду а0хn+а1xn-1+...+an=0.
(1)
Коефіцієнти а0, а1,...аn можуть належати тому чи іншому полю. Вони можуть бути, зокрема, дійсними або комплексними числами.
Як бачимо, змінна х тут входить лише під знак степеневої функції. Крім алгебраїчних, бувають рівняння, де змінна може входити під знак інших функцій — трансцендентних: тригонометричних, показникових, ло​гарифмічних і т. д. Функцій взагалі дуже багато. Ті, що перелічені вище, трапляються частіше від інших, і для них ми придумали спеціальні назви. Але можна вказати скільки завгодно функцій, для яких назв ще немає.
Що можна сказати про розв'язування рівняння (1)?
Великому німецькому математику Карлу Фрідріху Гауссу належить чудова тео​рема, за якою рівняння (1), коефіцієнти якого — комплексні числа, має рівно n так само комплексних коренів. Зверни увагу на те, що n — степінь рівняння. При цьому деякі корені треба в разі необхідності брати кілька ра​зів. Це — так звані кратні корені. Якщо кожний корінь брати рівно стільки разів, скільки становить його кратність, то ми якраз і дістанемо число n.
Отже, якщо задано коефіцієнти рівняння (1), то можна сказати, чи існу​ють його корені. Ці корені, виходить, є деякими функціями коефіцієнтів. Було б чудово, якби ми могли для будь-якого я записати вид цієї функції, ну, скажімо, так:
хi=fi(a0,a1,...,an) i= 1,2,...,n.   (2)

Для кожного кореня — своя функція. Якщо корінь — кратний, то від​повідні функції повинні збігатися.
Ось яка дивна річ характерна для вищої математики — ми часто не знаємо виду функції fi, але знаємо, що вона є. Звичайно, було б краще, якби ми знали і вид, та, що вдієш,— вид цей не завжди можемо знайти. Іно​ді ми його не можемо знайти навіть не тому, що не вміємо цього зробити, а тому, що ця функція може не виражатися через відомі нам показникову, логарифмічну, степеневу чи інші функції.
До речі, ми навіть могли б рівність (2) вважати формулою (в дійсності це n формул), яка визначає корені рівняння (1). Що означає ця формула? Вона означає саме те, що над коефіцієнтами рівняння (1) треба зробити якісь операції, щоб мати той чи інший корінь. Так, власне, і вводиться по​значення функцій. Позначення, наприклад, sinх в принципі нічим не від​різняється від позначення f(х). Кожне позначення вказує на конкретну функцію, яку не можна плутати ні з якою іншою. Не треба думати, що сим​вол sinх означає якусь конкретну, а символ f(х) — загальну, яку завгод​но функцію. Можна просто домовитися, що f(х) означає саме конкретну функцію, а якщо є небезпека, що її вважатимуть якоюсь «неозначеною», то можна взяти якусь іншу букву або сукупність букв.
Ці міркування взяті з книжки відомого російського математика О.Я.Хінчина «Математичні поняття й означення в середній школі». Було б дуже корисно прочитати цю книжку. До речі, прочитавши ЇЇ, можна уточни​ти для себе і  поняття  комплексного числа.  Комплексним називається не тільки число виду а + bі, де а і b — дійсні числа, а  b ≠ 0. Комплексним є також усяке дійсне число а і уявне число bі, і просто і. Комплексним назива​ється всяке число виду а + bі, де а і b — цілком довільні дійсні числа. Коли і = 0, комплексне число називається дійсним, коли b ≠ 0, воно називається уявним, а в тому випадку, коли а = 0, а b ≠ 0, воно називається суто уявним. Ось такої термінології і треба додержуватися.
Але повернемось до нашого рівняння (1).
Ми, отже, знаємо, що функції fi- існують, але не знаємо, які вони в за​гальному випадку, тобто для будь-якого n.
   А як бути в випадках, коли n — якесь конкретне ціле число,   напри​клад:  n=1,  n = 2,  n = 3...?
Нехай n = 1. У такому разі рівняння (1) набирає вигляду
a0x+a1=0.
(3)
У цьому випадку формулу, що визначає корінь такого рівняння, ми знаємо: x=-
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Її знали в сиву давнину, а оскільки символіки за тих часів не було, то записували її досить громіздкими реченнями. Та й розв'язували рівняння не так просто, як це робимо ми,— ділимо вільний член на коефіцієнт при х і беремо його з протилежним знаком. Відсутність формули змушувала шу​кати якихось обхідних шляхів, які нам можуть здатися просто дивними. Справді, щоб розв'язати рівняння (3), придумали так зване правило хиб​ного положення. Для цього брали цілком довільне число х1. Рівняння запи​сували обов'язково з правою частиною
аох = b. До лівої частини вносили х1 діставали a0x1 = b1
Це давало пропорцію 
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, а тому х = х1*
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Чому так робили? Тому що не мали єдиного уявлення про рівняння як про окреме математичне поняття. А мали, наприклад, уявлення про потрій​не правило, тобто про те, що ми тепер називаємо пропорцією.
Нехай тепер n = 2. Рівняння (1) набирає вигляду:
а0х2 + а1х + а2 = 0.
У давні часи могли розв'язувати й таке рівняння. Ось як би ми записа​ли його корінь за допомогою сучасних позначень:
  Х = 
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А якщо n = З? О, в такому разі можна розповісти дуже цікаву історію. Багато зусиль довелося затратити, багато страждань зазнати тим, хто був причетний до спроб розв'язати рівняння третього степеня.
Загальне розв’язання рівнянь 3-го степеня було знайдено італійським математиком Нікколо Тарталья на початку 16 сторіччя.
  Правило розв’язування кубічних рівнянь, яке дав Тарталья, в науці відоме під назвою формули Кардано, яке було опубліковане в книзі „Ars magna”.

«Ars magna» складається з 40 розділів. Це чудовий витвір великого таланту, витвір, що вносив, з одного боку, цілий ряд нових ідей, розробка яких випала на долю вже наступних поколінь математиків, а з другого боку, довершував створення алгебри як теорії рівнянь. Так, Кардано вво​дить цілком нове для того часу поняття про від'ємні корені квадратних і кубічних рівнянь, хоч називає ці корені «фіктивними» і намагається за​стосовувати рівняння в такій формі, щоб вони мали лише додатні, «істинні» корені. Згадує він також про уявні корені — «софістичні», знає, що коли один корінь уявний, то так само уявним буде й другий, але рівняння з уяв​ними коренями вважає «неможливим», тобто таким, що не має «істинного розв'язку». «Ars magna» робить також натяки на залежність між коефі​цієнтами рівняння та його коренями і, нарешті, дає розв'язання рівнянь за наближенням за допомогою правила подвійного хибного положення. Все це — начерки тем для цілого ряду праць наступних століть, залишені майже без уваги сучасниками Кардано.
Їхній винятковий інтерес викликала друга сторона його праці, яка завершувала довгий ряд спроб, розпочатих ще Діофантом, у напрямі роз​ширення сфери алгебри. «Ars magna» не тільки вводила в неї загальні пра​вила для розв'язування всіх видів кубічного рівняння, а й містила перше опубліковане розв'язування рівнянь четвертого сте​пеня.
Кардано приписує своєму учневі Феррарі честь цього важливого від​криття, яке поклало межу дальшому рухові науки в цьому напрямі. Лише в XIX ст. це було доведено, тобто доведено неможливість дати загальне правило розв'язування рівнянь 5-го, 6-го і взагалі степеня, вищого за 4-й, неможливість виразити корені цих рівнянь у формі якої б то не було ал​гебраїчної явної функції їх коефіцієнтів.
Безуспішність усіх спроб перейти за границі рівнянь 4-го степеня при​вела до відкриття способу наближеного обчислення коренів числового рівняння будь-якого степеня. Вже фор​мула коренів кубічного рівняння така складна, що сам Кардано вважав за краще поступово наближатися до істинного значення кореня за допомогою спроб послідовного застосування правила «подвійного хибного положен​ня». Це й поклало початок дальшим успіхам у цьому напрямі.
Рівняння 3-го і 4-го степенів були розв'язані в радикалах. Усі спро​би розв'язати рівняння вищих степенів успіху не мали. Чому? Може, бра​кувало таланту тим, хто намагався знайти розв'язок? А може, розв'язати й неможливо?
Коли задачу довгий час розв'язати не вдається, то виникає підозра, що за тих умов, які ставляться до розв'язання, воно нездійсненне. Тарталья, Кардано і Феррарі зробили свої відкриття в середині XVI ст. Після цього протягом 250 років робилися безуспішні спроби розв'язати рівняння 5-го степеня. Строк достатній для того, щоб зневіритися в існу​ванні такого розв'язку. Наприкінці XVIII ст., в 1799 р., італійський ма​тематик Руффіні довів неможливість зобразити корінь рівняння 5-го сте​пеня через його коефіцієнти за допомогою радикалів. Однак міркування Руффіні математиків не задовольнили, бо не відповідали нормам математичної строгості. Це була лише серйозна заявка на результат, який треба було здобути. Його й здобув незабаром, через чверть століття, нор​везький математик Нільс Хенрік Абель.
Через кілька років після смерті Абеля його висновки щодо неможли​вості розв'язати в радикалах рівняння степеня, вищого за 4-й, перекрив інший математик, ще молодший, доля якого була ще трагічніша, ніж доля норвежця. Цим математиком був Еваріст Галуа. 
Рано-вранці ЗО травня 1832 року, коли з-за гаю, що під Парижем, починало підніматися сонце, на галявині пролунав постріл. Ніхто в місті не почув того одинокого пострілу, який обірвав життя двадцятирічного ма​тематичного генія Еваріста Галуа.
Ніч перед дуеллю була, здається, найкоротшою в його житті, а йому так хотілось, щоб тягнулась вона без кінця. Його остання ніч... Збудже​ний розум гарячково працював. Думки, випереджаючи одна одну, рядок за рядком лягали на папір. Купка списаних аркушів росла, але й світанок наближався. Вузька смужка світла вже чітко проступила на обрії.
Викласти повністю свою теорію він, звичайно, не встигне, але основне ось тут, у цьому тоненькому стосі. Перечитувати ніколи, виправляти теж. Чи зрозуміють його? Як оцінять? Головне — він не забере з собою в мо​гилу плід своїх довгих роздумів і пошуків.
Яка безглуздість — дуель. Якщо не вб'ють тебе, убити повинен ти. Одну лише людину вбив би Еваріст, не замислюючись,— короля Луї Філіппа. Як він його ненавидів!
 Урок 5
Тема: Як виникла геометрія? Логічна будова геометрії в „Началах” Евкліда.

Мета: Стимулювати пізнавальну діяльність учнів, розвивати їх інтерес до предмета, формувати вміння швидко і чітко формулювати свої думки логічно викладати їх і відстоювати свою точку зору, виховувати наполегливість і вміння працювати з додатковою літературою самостійно.

                                              Урок-аукціон

                                      Хід уроку

1. Вступне слово вчителя 

Вчитись нелегко буває

Та наука завжди хороша

Кожна людина в світі знає

Що знання – то найлегша,

                                               Найцінніша ноша.

Сьогодні в нас не просто урок, а урок - аукціон. Аукціон - це прилюдний розпродаж цінностей. Ваша найбільша цінність - то знання. І сьогодні ви кожний зможете їх оцінити. Тема уроку - аукціону „Як виникла геометрія? Логічна будова геометрії в „Началах” Евкліда”. В цьому році ви розпочали вивчення геометрії, а тому з історією виникнення геометрії ви знайомі і крім того ви працювали, готуючись до сьогоднішнього аукціону, з додатковою і довідковою літературою.

  Кожне завдання матиме стартову ціну - певну кількість балів. В кінці учасники аукціону, які наберуть найбільшу кількість балів є переможцем і нагороджується призом.

ІІ. Розпочинаємо аукціон.

На домашнє завдання вам пропонувалось пройти крутими степенями історії геометрії, поглянути на неї очима вчених різних часів, перегорнути світлі і цікаві сторінки геометрії. Отже,

Лот 1. „Теоретичний”.

   (стартова ціна 1 бал)

1)Хто такий Евклід?

2)Що ви знаєте про його „Начала”?

3)Які основні геометричні фігури на площині?

Лот 2. „Пошуковий”. 

    (стартова ціна 2 бали)

1)Що означає слово „геометрія”?

2)Геометрія – наука про...

3)Які основні геометричні фігури на площині?

4)Що вивчає планіметрія?

5)Трикутник - це фігура...

6)Основні аксіоми планіметрії.

7)Що це за кути, і які їх властивості? 

Учитель:

Ну що сподобалась вам розповідь про Евкліда? 

А зараз пропонуємо вам декілька цікавих  геометричних задач для логічного  мислення. 

Лот 3 Практичний  (стартова ціна 3 бали).

1. Яка фігура зайва і чому? 



Відповідь: Коло 

2. Скільки трикутників на малюнку?





Відповідь: 7

3.Ставок має форму квадрата, по кутках якого ростуть дерева. Як збільшити площу ставка, щоб не зачепити дерев і він  знову мав форму квадрата?

4.Сторона квадрата 10 см. Знайти площу заштрихованої частини.



Матеріали до уроку.

Короткі відомості про виникнення і розвиток геометрії.
Походження геометрії тісно пов'язане з практичною діяльністю людини: оцінка відстані, вимірювання площ і об'ємів були тими елементарними навичками, якими вона володіла вже в первісні часи. Найпростіші геометричні образи—прямі й криві лінії, трикутники, кола — зустрічаються в орнаменті   найстаріших  керамічних виробів.
Досить значні знання з практичної геометрії були в стародав​ньому Єгипті. Для вимірювання площ та на будівельних роботах там використовували натягнуту мотузку, тому греки називали єги​петських землемірів гарпедонавтами (тими, що тягнуть мотузку). Для побудови прямого кута в Єгипті користувались мотузкою, що була вузлами поділена на 12 рівних частин; отже, вже в середи​ні 3 тисячоліття до н. є. було відомо, що трикутник з сторонами, які дорівнюють відповідно 3, 4 і 5 рівним частинам, — прямокутний.
Площі прямокутних фігур єгиптяни вміли підраховувати точно, площі трикутників вони визначали наближено як добуток половини основи на сторону, площі трапецій — як добуток півсуми основ на сторону. Для визначення площі кола відношення довжини кола до діаметра приймалося таким, що дорівнює 3,16. Єгиптяни вміли також визначати об'єми тіл, в тому числі зрізаного конуса й зрізаної піраміди.
Деякі геометричні відомості мешканці Вавілону мали вже за часів Хамурабі (2800 р. до н. є.). Є думка, що вавілонянам була відома теорема Піфагора. Вони вміли ділити коло на 6 частин; це, так само як і поділ кола на 360 частин, було запозичено ними від найдавніших поселенців малоазійського Міжріччя. Число 
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 вони так само як і стародавні євреї, вважали таким, що дорівнює 3.
Перші систематизовані знання греків з геометрії пов'язуються з ім'ям Фалеса Мілетського (близько 585 р. до н. є.), якому були ві​домі деякі теореми. Він знав, зокрема, що відповідні сторони по​дібних трикутників пропорційні, що кут, вписаний у півколо — пря​мий, що сума внутрішніх  кутів трикутника   дорівнює двом прямим.
В V ст. до н. є. були сформульовані три славетні геометричні задачі, спроби розв'язання яких значною мірою сприяли розвиткові геометрії; це були: подвоєння куба, ділення кута на три рівні час​тини та квадратура  круга.   Сама  назва науки  походить з  грецької мови й означає «землемірство».
Найславетнішим з геометрів античного світу був Евклід (близь​ко 330—275 до н. є.). Його «Начала» являли собою справжню енци​клопедію геометрії: вони  служили   підручником  у більшості шкіл світу понад дві тисячі років. «Начала» Евкліда складаються з 15 книг, які зведено у чотири частини. У першій частині, що склада​ється з шести книг, викладено планіметрію; друга частина з трьох книг присвячена арифметиці; до третьої частини, якій відповідає десята книга, включено трактат про сумірні й несумірні відрізки; четверта частина, яка містить п'ять книг, присвячена стереометрії. Дальші дослідження з геометрії провадили Архімед (287—212 до н. є.), що відкрив нові способи обчислення площ та об'ємів, та Аполлоній Пергський (близько 260—170 до н. є.), який створив тео​рію конічних перерізів.
Стародавні римляни не відкрили майже нічого нового в геомет​рії, хоча вони мали багато практичних відомостей з планіметрії та стереометрії. Так само геометричні знання у стародавньому Китаї були головним чином практичними. У трактаті «Математика в дев'я​ти книгах» Лю-Хуея (263 р.) перша книга присвячена вимірюванню полів. Тут є задачі на обчислення площ прямокутної, трикутної, трапецієподібної форм, кола, сектора, сегмента, кільця: число 
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 тут дорівнює 3. В четвертій книзі дається обчислення сторони прямо​кутника за його площею і другою стороною та знаходження діаметра кулі за її об'ємом. Геометричний зміст мають також п'ята й дев'ята книги, які містять ряд практичних задач на обчислення об'ємів тіл і на знаходження елементів прямокутних трикутників.
Практичний напрям мала геометрія і у стародавній Індії, що, як гадають, запозичила дещо з вавілонської геометрії. Індійські вчені знали деякі точні формули для знаходження площ та об'ємів, а також деякі наближені формули. Величину числа 
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 вони прийма​ли такою, що дорівнює 3, іноді 
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. Вони створили своєрідну тео​рію правильних многокутників і теорію трикутників.
Великий середньоазіатський вчений ал-Хорезмі (787 — близько 850) описав властивості найпростіших геометричних фігур і деякі теореми, що стосуються їх. Для числа 
[image: image65.wmf]p

 він наводить три значення:
3
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Дослідження середньоазіатських і арабських геометрів були пов'язані з перекладанням арабською мовою і коментуванням творів Евкліда та інших грецьких вчених. Абу-л-Вафа написав практичну геометрію, у якій наводить формули для обчислення площ та об'є​мів тіл, але без доведення. Він наводить також деякі задачі на побудову та на дії з плоскими фігурами.
Арабські вчені зробили дещо й у галузі теоретичної геометрії. Так, ан-Найрізі (помер близько 922 р.) та хорезмієць ал-Джаухарі (IX ст.) досліджували теорію паралельних ліній і робили спробу довести п'ятий постулат Евкліда. Пізніше цю теорію вивчав вели​кий поет і математик Омар Хайям (1048—1131). Близько 1250 р. азербайджанський вчений Насир ад-Дін ат-Тусі (1201 — 1274) написав три твори, в яких розвинув теорію паралельних і довів деякі нові теореми.
За часів середньовіччя арабська мова була міжнародною для всіх народів, що населяли, країни Близького й Середнього Сходу та Північної Африки. Таку саму роль у країнах Західної Європи майже до кінця XVIII ст. виконувала, латинська мова. Вперше ла​тинською мовою «Начала» Евкліда переклав Боецій (480—524): Ви​датний математик того часу Ґерберт (941 —1003) написав трактат про геометрію, у якому розв'язав ряд практичних задач про трикутники. Микола Кузанський (1401 — 1464) відкрив метод для спрямлення дуги кола. Але наукова робота в університетах тоді не провадилась.. Геометрію викладали в університетах за Евклідом, причому лише одну або дві перші книги; в «небагатьох університетах; в тому чис​лі у Болоньї, Празі та Кракові, викладали шість книг Евкліда. Геометрія була одним з головних предметів університетського мате​матичного навчання майже до кінця XVIII ст.
Математики XV—XVIII ст. розрізняли теоретичну и практичну геометрію. До першої вони відносили евклідову геометрію з допов​неннями з теорії конічних перерізів. Назва практичної геометрії прикладалася до розв'язання задач на знаходження віддалі, на об​числення площ та об'ємів тіл, а також до елементів геодезії та мар​кшейдерії. Багато верств населення цікавилося проблемами прак​тичної геометрії: ремісники, будівничі, купці, митці. Так, 1525 р. славетний німецький художник Альбрехт Дюрер (1471—1528) напи​сав практичну геометрію для художників: «Порадник про вимірю​вання за допомогою циркуля й лінійки». В 1494 р. у Венеції була надрукована математична енциклопедія Луки Пачолі (1445—1514), у якій автор наводить ряд геометричних задач, у тому числі на знаходження об'ємів правильних многогранників.
Відомості з практичної геометрії у стародавній Русі спочатку передавалися усно, згодом, з XVI ст., в рукописних посібниках. У 1629 р. було складено «Книгу про сошне письмо», яка містила правила знаходження площ квадрата, прямокутника, трикутника й трапеції. Вперше в Росії курс геометрії прочитав у 1707 р. в Київ​ській академії відомий діяч освіти Феофан Прокопович (1681—1736): його курс містив головні теореми за Евклідом та основи теорії ко​нічних перерізів.
У 1533 р. у м.Базелі (Швейцарія) «Начала» Евкліда було ви​дано грецькою мовою, і з того часу починається нескінчений спи​сок видань Евкліда мовою оригіналу та у перекладах майже всіма мовами світу.
У XVII—XVIII ст. мало що було знайдено нового в елементар​ній геометрії, але розпочалася велика праця над створенням і роз​витком нових ідей у геометрії. У 1637 р. було видано «Геометрію» Декарта (1596—1650), а в 1679 р.—«Вступ до вивчення плоских і тілесних місць» Ферма (1601—1665); обидва ці трактати лягли в основу створення аналітичної геометрії, у якій геометричні об'єкти досліджуються за допомогою алгебри та координатного методу.
У 1795 р. французький математик Гаспар Монж (1746—1816) прочитав у паризькій Нормальній школі курс лекцій з нарисної геометрії: ці лекції було видано через чотири роки. Так виникла нова геометрична наука про ортогональне проектування, що лягла в основу технічного креслення, і було створено міжнародну гра​фічну «мову» техніки.

Це лише деякі галузі геометрії, яка в XX ст. стала надзвичайно розгалуженою наукою. Великий вклад у сучасну геометрію внесли українські вчені.
Повернемося до евклідової геометрії, яка досі є одним з най​важливіших предметів загальної математичної освіти. Вже у першій друкованій книзі з математики, російською мовою, в «Арифметиці» Л.Ф.Магницького, були викладені деякі відомості з геометрії. Першим російським підручником стала книга акад. Г.В.Крафта «Короткий підручник з теоретичної геометрії», який було перекла​дено з німецької мови й видано у 1748 р. Геометрії був присвяче​ний розділ «Скорочень математики» акад. С.Я.Румовського (1760). У 1760—1761 рр. було видано «Практичну геометрію» С.Назарова, а в 1765 р.—«Генеральну геометрію» відомого педагога XVIII ст. М.Г. Курганова.
Нацрикінці XVIII ст. французький математик Лежандр видав «Початки геометрії». Академік С.Є.Гурьєв (1764—1813) виступив з критикою цього підручника і у 1804—1807 рр. видав свої «Основи геометрії» у двох томах.
Урок № 6

Тема: Історичні задачі з арифметики, алгебри і геометрії.

Мета: Поглибити знання учнів про історію розвитку математики. Розвивати в учнів логічне мислення. Показати роль особистості в становленні математичної науки.

Навести приклади задач, що для свого рішення потребували зусиль кількох поколінь учених всього світу.

Хід уроку

І. Вступне слово вчителя.

ІІ. Хід уроку.
1) Обчислення сум натуральних чисел

а) Сума послідовних натуральних чисел

S1 = 1+2+3+….+n.

Ми бачимо, що це арифметична прогресія і дана сума обчислюється за формулою: S1=
[image: image69.wmf].
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Не знаючи формули арифметичної прогресії, суму можна обчислити по іншому.

Приклад:

S = 1+2+3+...+50 = (1+50)+(2+49)+(3+48)+...+(25+26) = 51*25 = 1275

Тобто сума першого і останнього доданків дорівнює сумі другого і передостаннього і т.д. Після попарного згрупування маємо 25 однакових доданків.

б) Сума кубів послідовних натуральних чисел

S3 = 13 + 23 + 33 +….+ n3
Використаємо такий метод:
13 = 12,
13 + 23 = (1+2)2 = 9,
13 + 23 + 33 = (1+2+3)2 = 36,

і т.д.

Ми бачимо, що

S3 = 13 + 23 + 33 +….+ n3 = (1+2+3+….+ n)2 = S12 = 
[image: image70.wmf]4
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в) Пошук способів розв’язування кубічних рівнянь (див. урок № 4)
х3 + px + q = 0

x = 
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г) Задача 4 фарб.

«Географічну проблему про фарби» пов'язують звичайно з ім'ям Августа Фердинанда Мебіуса (1790—1868), одного з найвизначніших геометрів 19 ст. Мебіусу належать чис​ленні ідеї, які по-справжньому були оцінені лише через багато років. Зокрема його можна вважати одним із зачи​нателів топології, яка як наука виникла лише у 20 столітті. Топологія вивчає найзагальніші властивості фігур, які збе​рігаються при будь-яких неперервних деформаціях, ска​жімо, при довільному згинанні й розтягуванні нанесеного на гумову плівку креслення якої-небудь фігури. Найваго​міший внесок Мебіуса в топологію — відкриття так званих однобічних поверхонь, прикладом яких може бути відомий пояс (або лист) Мебіуса. Звернувши увагу своїх студентів у 1840 році на те, що на площині легко задати чотири об​ласті, кожні дві з яких мають спільну ділянку межі (але не одну лише спільну межову точку), запропонував їм довести,  що задати на  площині  п'ять областей з такими властивостями неможливо. З доведення останнього тверд​ження (воно досить просте!) випливала безперечно відома Мебіусу гіпотеза: кожну зображену на площині або на сфері (на глобусі) географічну карту можна розфарбувати чо​тирма фарбами так, щоб кожні дві країни, які мають спіль​ну ділянку межі, були зафарбовані різними фарбами. Цю гіпотезу пізніше стали називати «гіпотезою чотирьох фарб», а задачу її доведення (або спростування) — «проблемою чотирьох фарб».
Проте справжня «всесвітня слава» проблеми чотирьох фарб пов'язана з ім'ям найавторитетнішого англійського математика другої половини минулого століття Артура Келі (1821 — 1895).
У 1878 р. Келі виступив з доповіддю про цю проблему на зборах Лондонського математичного товариства і напри​кінці доповіді необачно запропонував присутнім спробу​вати самостійно розв'язати її. Келі буквально «випустив джина з пляшки»: після його доповіді у всі математичні центри всіх країн і у всі основні математичні журнали світу безперервним потоком стали надходити помилкові доведення гіпотези чотирьох фарб. Значною мірою це сти​мулювалося тим, що теорема п'яти фарб, згідно з якою п'ятьма фарбами можна розфарбувати будь-яку карту на площині або на сфері, не становить ніяких труднощів: відповідне  доведення  доступне   кожному   учню.
У 1879 «доведення» гіпотези чотирьох фарб опублікував А. Б. Кемпе, а в 1880 — П, Дж. Тет. Відповідні міркування повністю задовольнили як Келі, так і більшість інших математиків, наприклад, знаменитого Ф. Клейна. Проте в 1890 англійський математик П. Дж. Хівуд виявив у мір​куваннях Кемпе і Тета помилки. Ці помилки усунути не вдалося.
Від Хівуда, до речі, бере початок ще один напрям, по​в'язаний з проблемою чотирьох фарб. У цьому напрямі, який виник дещо пізніше, справжніх успіхів було досягну​то швидше й простіше, ніж у розв'язанні основної проблеми. Хівуду належить перше повне розв'язання проблеми про фарби, але в застосуванні не до площини або сфери, а до складнішої   поверхні.
Він установив, що на поверхні тора (скажімо, на кільці Сатурна) проблема про фарби розв'язується простіше, ніж на Землі. У цьому випадку найменша кількість фарб, до​статня для розфарбування будь-якої географічної карти, дорівнює семи. Отже, Хівуд довів, що кожну карту на поверхні тора можна розфарбувати за допомогою семи фарб так, що жодні дві сусідні країни не будуть зафарбовані од​нією фарбою. З іншого боку, оскільки на торі можна вка​зати карту із семи країн, де кожна країна має спільну ді​лянку кордону з будь-якою іншою, то зрозуміло, що менш як сім фарб не може вистачити для розфарбування довіль​ної карти на торі. Хівуд висловив також припущення, що найменша кількість фарб, достатня для пофарбування будь-якої карти на замкненій поверхні з р > 1 «дірками» дорівнює: 
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де квадратні дужки означають цілу частину числа.  Зро​зуміло, що при р = 1 (випадок тора) це число Мі дорівнює 7. Останнім часом ця гіпотеза Хівуда зазнавала систематичних атак, насамперед німецького математика Г. Рінгеля і американського Дж. У. Т. Янгса. Рінгель довів, що на будь-якій (двобічній чи однобічній) відмінній від сфери замкненій поверхні найменша достатня для розфарбування будь-якої карти кількість фарб дорівнює найбільшій мож​ливій кількості країн такої карти, на якій кожна країна має спільну ділянку кордону з будь-якою іншою.
Спеціальне зауваження про відмінність розглядуваної поверхні від сфери означає, що, з точки зору проблеми про фарби, наша планета, як, до речі, і всі інші, відомі нам (крім, можливо, вже згаданого кільця Сатурна), побудо​вана  найнесприятливішим  чином!
За допомогою цього твердження Рінгель довів, що справж​ня найменша кількість фарб Nр, яка є достатньою для розфарбування будь-якої карти на замкненій (двобічній) поверхні з р > 1 «дірками», ніколи не перевищує «числа Хівуда» Мр і не може відрізнятися від Мр більш як на 2.  Потім Янгс встановив навіть, що Мр не може відрізня​тися від Мр більш як на одиницю і що гіпотеза Хівуда виконується для «майже всіх» відмінних від сфери замкне​них поверхонь, причому виразу «майже всі» можна надати цілком певного строгого змісту. Нарешті, спираючись на всі попередні роботи цього циклу, той самий Рінгель показав, що гіпотеза Хівуда справедлива для всіх без винятку від​мінних від сфери (замкнених двобічних) поверхонь. Друга книжка Рінгеля, присвячена померлому в 1970 р. Янгсу, вийшла в світ у 1974 р. Вона містить яскраво написану історію питання й повне доведення гіпотези Хівуда.
Дослідження Рінгеля — Янгса повністю розв'язали пи​тання про проблему розфарбування карт «екзотичних» (ді​рявих»),  навіть однобічних  планет. Після цього нерозв'язаним лишилося (тільки) вихідне питання про розфарбування земних (і плоских) карт.
При цьому всі праці останніх-десятиріч, спрямовані на розв'язання «проблеми про карти», в тому числі й цикл праць, пов'язаних з проблемою Хівуда, грунтувалися на теорії графів і виходили з такого очевидного варіанта проблеми: припустимо, що всередині кожної з наявних на карті країн вибрано одну точку — «столицю» відповідної країни. Домовимося сполучати дві столиці залізницею в тому і тільки в тому випадку, коли розглядувані країни мають спільну ділянку кордону, через яку ми й проведемо відпо​відну залізницю. При цьому сітка «столиць» і шляхів, що їх сполучають, утворює граф, про який говорять, що він є двоїстим до графі, утвореного сіткою кордонів країн ви​хідної карти. Забарвлення країн карти зумовлює «забарв​лення» (або нумерацію, де кожний номер відповідає певному забарвленню) вершин двоїстого графа; це розфарбування (нумерація) правильне в тому розумінні, що будь-які дві «сусідні» (тобто сполучені ребром) вершини графа зафарбо​вані різними фарбами (тобто мають різні номери). Найменша кількість номерів, достатня для правильної нумерації всіх вершин графа, називається його хроматичним числом.
Отже, «задача про фарби» зводиться до оцінки хрома​тичних чисел графів на площині, на сфері або на довільній поверхні. Саме цій задачі присвячена майже вся література, що стосується проблеми Мебіуса — Газрі. Під час розв'я​зування задачі були знайдені численні підсилення теореми про п'ять фарб, в тому чи іншому розумінні проміжні між цією простою теоремою і проблемою чотирьох фарб, що вперто не піддавалася розв'язанню.
Коло ідей, що походить від Кемпе, розроблялося чис​ленними авторами, в тому числі американським ученим Г. Біркгофом, який добре відомий завдяки перекладам багатьох його книжок та статей, а також Г. Хеешом, який опублікував у 1969 працю про проблему чо​тирьох фарб. Своєрідність цієї праці полягала в тому, що для аналізу численних комбінаторних (графових схем), які виникають у проблемі чотирьох фарб, автор широко вико​ристав ЕОМ. Останній факт був дуже важливим — адже саме надзвичайна громіздкість необхідних аналізів, коло​сальність числа випадків, які доводилося розглядати ок​ремо, заводили в безвихідь усіх дослідників, які намага​лися реалізувати ідеї Кемпе.
Перше сенсаційне повідомлення про те, що проблема чотирьох фарб «нібито розв'язана за допомогою ЕОМ», по​ширилося серед математиків ще в жовтні 1971 (тобто ще до виходу в світ праці Хееша, хоча й після завершення всіх підсумованих в ній досліджень). Незважаючи на деяку неповноту, воно викликало величезний інтерес. Проте в той період повідомлення не підтвердилося, оскільки розв'я​зування задачі, навіть з використанням ЕОМ, потребувало колосальної роботи. Не підтвердилось, оскільки було перед​часним, але не неправильним! У США в останні роки від​повідні ідеї розробляв великий колектив математиків, що володіли програмуванням — спеціалістів по теорії графів і комбінаторному аналізу (з них можна згадати Хееша) і ознайомлених з комбінаторним аналізом програмістів (наприклад, Дж. Коча); останні відповідали за раціональ​не використання ЕОМ для комбінаторних розрахунків і пе​ребирання варіантів. Ця велика робота повинна була увін​чатись   успіхом — так   і   сталося.
У вересні 1976 р. в «Бюлетені Американського матема​тичного товариства» 3'явилася невелика інформація К. Епела та У. Хейкена, яка містила посилання на докладніші, частково ще не опубліковані міркування, і повідомляла про розв'язання   проблеми  чотирьох фарб.
У замітці Епела та Хейкена зазначається, що остаточ​ний результат потребував розбору системи досить громізд​ких комбінаторних конфігурацій, до яких входило більш як 2000 конкретних графів. Отже, виконання цієї роботи без ЕОМ було б абсолютно нездійсненним. Автори висловили також сподівання, що в результаті, ретельнішого аналізу всіх можливостей можна скоротити цю кількість конфі​гурацій приблизно на 25%. Такий аналіз дещо зменшить обсяг потрібного для розв'язання задачі машинного часу, але він не дає ніяких підстав розраховувати на можливість «ручного» (без використання ЕОМ) доведення гіпотези чо​тирьох фарб.
Отже, на сьогодні проблему чотирьох фарб можна, оче​видно, вважати розв'язаною: чотирьох фарб насправді, як передбачав ще Мебіус, виявилося достатньо.

ІІІ. Підсумок кроку.
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